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LỜI NÓI ĐÀU 


Để giải quyết một vấn đẻ thực tế, chúng ta cần đưa nó về mô hình 
vật lý. Từ mô hình vật lý, xây dựng mô hình toán học thông qua các định 
luậ vật lý và công cụ tính toán để giải quyết vấn đề này. Việc giải quyết 
một vấn đề thực tế có thể mô tả bằng sơ đồ sau: 








Đồi tượng | _„x| Mô hình vật lý Tàn 


| + Đánh giá KQ 
| + Nguyên lý 
=l=ucise + Định luật 


























Mô hình toán 











+ Phương trình 

+ Điều kiện biên 

+ Điêu kiện đâu 
—————z| Phương pháp 














+ Giải tích : 
+ Phương pháp số 


Từ sơ đồ trên, việc tìm hiệu các phương pháp số đề giải quyết những 
vấn để này là cần thiết. Đó cũng là lý do chúng tôi ra mắt cuồn sách 
"Phương pháp tính ứng dụng với Matlab`" nhằm giúp sinh viên có những 
kiến thức cơ bản đề giải quyết các bài toán kỹ thuật trong thực tế. 


Cuốn sách gồm 2 phần với 13 chương. Phần I gồm 7 chương trình 
bày những lý thuyết về phương pháp tính. Phần 2 gồm 6 chương còn lại, 
chúng tôi trình bày về phần mềm Matlab, các lệnh cơ bản trong Matlab và 
các chương trình Matlab để giải quyết các vấn đề được nêu trong Phần 1 


Trong quá trình xuất bản, chắc chắn chúng tôi không tránh khỏi 
một vài sai sót. Chúng tôi hy vọng sẽ đón nhận được sự đóng góp chân 
thành và nhiều ý kiến thiết thực từ bạn đọc. Qua đó, chúng tôi sẽ có nhiều 
kinh nghiệm cho những lần xuất bản sau. 
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Chúng tôi xin chân thành cám ơn những đóng góp và chia sẻ quý 
báu từ Mathworks, J.R và thầy cô giáo trong lĩnh vực chuyên môn này. 


Xin chân thành cảm ơn! 


Nhóm tác giả 
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MỤC LỤC 


LỜI NÓI ĐÀU 
MỤC LỤC.. 
PHẢN 1: PHƯƠNG PHÁP TÍNH.... 
CHƯƠNG I: SAI SÓ. 


1,1. Số gần đúng, sai số tuyệt đối và sai số tương đối... 

















1.1.1. Số gần đúng 
LI 
1.1.3. Sai số tuyệt đồ 








Sai số thực 





1.1.4. Sai số tương đi 





1.2. Chữ số tin cậy, chữ s 





nghi ngờ và cl 





1.2.1. Chữ số tin cậy và chữ số nghỉ ngờ 





1.2.2. Chữ số có nghĩa 
I 


1.3. Các loại sai s 





Cách viết số gần đúng 
h 






1.3.1. Sai số làm tròn... 





1.3.2. Sai số tính toán... 





1.3.3. Sai số phương pháp 
1.4. Sai số của hàm số 









1.4.1. Quy tắc chung. 
1.4.2. Sai số của các phép tính cơ bản. 
CHƯƠNG 2: NỘI SUY VÀ NGOẠI SUY.. 
2.1. Nội suy 










2.1.1. Phương pháp nội suy tuyến tính 
2.1.2. Phương pháp nội suy Lagrange.. 





.3. Phương pháp nội suy đường cong bậc b: 
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2.1.4. Phương pháp nội suy Lagrange cho bài toán hai 
chiêu 







2.2. Ngoại suy hai điêm 
2.3. Bài tập 
CHƯƠNG 3: 
3.1. Định nghĩa 
3.2. Phương pháp giải lặp... 








'HƯƠNG TRÌNH PHI TUYẾT MỌT BI 





3.2.1. Tính chất chung của giải thuật... 





3.2.2. Hạn chế của giải thuật 





3.2.3. Phương pháp giải phương trình phi tuyên băng giải 
lặp 






3.2.4. Phân tích sai số và tốc độ hội tụ 





3.2.5. Phương pháp giải lặp. 
.3. Bài tập 
CHƯƠNG 4: HỆ PHƯƠNG TRÌNH TUYẾN TÍNH VÀ PHI 
TUYẾN 


4.1. Tổng quan 










véc tơ và ma trận. 
4.1.1. Ma trận và véc tơ... 
4.1.2. Các phép toán ma trận.. 


4.1.3. Chuẩn ma trận và hạng ma trận. 





4.2. Giải hệ phương trình đại số tuyến tính... 





4.2.1. Phương trình đại số tuyến tính... 
4.2.2. Sự tồn tại và duy nhất hệ phương trình tuyến tính 
4.2.3. Phương pháp khử Gauss 








4.2.4. Phương pháp lặp Jacobi 





4.2.5. Phương pháp Gauss-Seidel.. 
4.2.6. Phương pháp Conjugate gradient method (CGM) 
4.2.7. Phương pháp Preconditioned CGM (PCGM). 
4.3. Hệ phương trình phi tuyế! 
4.4. Bài tập... 
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CHƯƠNG 5: XỬ LÝ SỐ LIỆU THỰC NGHIỆM 
5.1, Luật tuyến tính, hồi quy tuyến tínl 









Š.2. Luật đa thức bậc cao, hồi quy đa thức bậc ca‹ 
5.3. Luật phi tuyết 








5.4. Luật tô hợp các hàm.... 





5.6. Bài tập 
CHƯƠNG 6: 

6.1. Luật hình chữ nhật, luật hình thang .. 
6.2. Luật Simpson 1/3 theo luật nội suy đa thức bậc hai 











6.3. Luật Gauss toàn phương... 






6.3.1. Tích phân Gauss một chiêu 
6.3.2. Tích phân Gauss hai chiều ....... 
6.3.3. Tích phân Gauss ba chiêu. 
6.4. Tích phân kép 
6.5. Bài tập... 
CHƯƠNG 7: PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN 







































7.1. Bài toán giá trị đầu. „117 
7.1.1. Giới thiệu. „117 
7.1.2. Phương pháp Euler... 118 
7.1.3. Phương pháp điểm giữa. 120 
7.1.4. Phương pháp Runge-Kutta l2I 

7.2. Bài toán giá trị biê ...124 
7.2.1. Phương trình vi phân bậc hai 124 





7.2.2. Phương trình vi phân bậc bón... 





7.2.3. Hệ phương trình vi phân cấp một 






139 
„141 





PHÀN 2: ỨNG DỤNG MATLAB 
CHƯƠNG 8: TÔNG QUAN VẺ MATLAB.. 
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8.1. Môi trường làm việc của Matlab... 
8.1.1. Khởi động và thoát khỏi Matlab.. 


141 
141 








8.1.2. Giới thiệu môi trường làm việc và các công cụ của 
Matlab 14I 
8.1.3. Biến và bi 143 















8.1.4. Lưu và tải tập tin có phân mở rộng *.txt 146 
8.2. Các dạng toán học... -„Ö. 146 
8.3. Các phép toán về véc tơ và ma trận trong Matlab..... + 147 
8.3.1. Tạo ma trận và véc tơ.... Ö°Ö 147 





8.3.2. Chỉ số ma trận, véc tơ... 
8.4. Các lệnh vẽ đồ thị (biểu đồ) cơ bản. 
8.4.1. Đồ họa trong 2D.... 
8.4.2. Đồ họa trong 3D.... 
8.5, Lập trình scripts trên Matlab. 
8.5.1. Tập tin *.m 
8.5.2. Hàm inline và lệnh feval 
8.6. Các vòng lặp và lệnh điều kiện. 
8.6.1. Vòng lặp "for” 
8.6.2. Vòng lặp *while" 
8.6.3. Cú pháp điều kiện * 
8.6.4. Cấu trúc *switch-case”. 
8.7. Bài tập, 
CHƯƠNG 9: NỘI SUY - NGOẠI SUY BẰNG MATLAB 
9.1. Nội suy sử dụng hàm trong thư viện MATLAB.... 

























9.1.1. Nội suy một chiều: interpI... 





9.1.2. Nội suy một chiều đa thức bậc ba: spline. 
9.1.3. Nội suy đa thức dùng hàm *polyfit”.. 





9.1.4. Nội suy hai chiều: interp2 
9.2. Nội suy sử dụng phương pháp số . 
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9.2.1. Phương pháp nội suy Lagrange 
9.2.2. Phương pháp nội suy Newton 


CHƯƠNG 10: GIẢI PHƯƠNG TRÌNH, HỆ PHƯƠNG 
TRÌNH BẢNG MATLAB... 


10.1. Sử dụng hàm trong thư viện MATLAB. 

















10.1.1. Sử dụng hàm solve.. 
10.1.2. Sử dụng hàm roots: tìm nghiệm đa thức .... 
10.1.3. Sử dụng hàm fzero... 
10.2. Sử dụng phương pháp số để giải phương trình... 
10.2.1. Phương pháp lặp quanh điểm. cố định. 
10.2.2. Phương pháp chia đôi.. 
10.2.3. Phương pháp dây cung 
10.2.4. Phương pháp Newton-Raphson.... 





10.3. Giải hệ phương trình tuyến tính... 
10.3.1. Phương pháp LŨ và khử Gauss. 








10.3.2. Giải hệ phương trình tuyến tính bằng các phương 




















pháp lặp .... 
10.3.3. Phương pháp Newton giải hệ phương trình phi 
tuyên.. „193 
CHƯƠNG 11: XỬ LÝ SÓ LIỆU THỰC NGHIỆM BẢNG 
MATLAB „194 
11.1. Luật tuyến tính... ...194 
11.2. Luật đa thức bậc cao.... „194 
11.3. Luật phi tuyến 195 








11.4. Luật tô hợp các hài 
CHƯƠNG 12: TÍCH PHÂN SÓ BẢNG MATLAB.. 
12.1. Sử dụng hàm trong thư viện MATLAB.... 


196 
197 

















12.1.1. Tính tích phân với hàm: int... ...197 
12.1.2. Tính tích phân với luật hình thang: trapz.... -..198 
12.1.3. Tính tích phân bằng luật Simpson: quad, quad8............. 198 
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12.1.4. Tính tích phân với luật Labatto: quadl 
12.1.5. Tính tích phân bội: đblquat 
12.2. Sử dụng phương pháp số. 
12.2.1. Phương pháp hình thang... 












12.2.2. Phương pháp Simpson.... 
12.2.3. Tích phân Gauss...... 


CHƯƠNG 13: GIẢI PHƯƠNG TRÌNH VI PHÀN BẢNG 
MATLAB.... 


13.1. Sử dụng hàm thư viện Matlab.. 


13.1.1. Giải phương trình (hệ phương trình) vi phân 
thường băng hàm dsolve.. 





13.1.2. Giải bài toán giá trị đầu cho hệ phương trình vi 

phân thường (ODEs) băng hàm solver.... 

13.2. Giải phương trình vi phân thường bằng phương pháp 
: 
số 















13.2.1. Phương pháp Euler.. 


13.2.2. Phương pháp điểm giữ: 
13.2.3. Phương pháp Rung-Kutta. 
13.2.4. Bài toán giá trị biên 
TÀI LIỆU THAM KHẢO.. 
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PHÀN1: - 
PHƯƠNG PHÁP TÍNH 
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CHƯƠN GI: 
SAI SỐ 


Trong thực t việc giải quyết những vấn đề vật lý là rất phức tạp. 
ân đề vật lý trong thực tê khó 
được tìm ra. Do vậy, đối với những vấn đẻ này, chúng ta thường dùng 
những phương pháp gần đúng (hay phương. pháp SỐ - numerical methods) 
đê tìm nghiệm gân đúng của nó. Khi đó, sai số của lời giải là luôn luôn 
tồn tại vì phương pháp SỐ tạo ra những thiết lập gần với lời giải chính 
xác. Bên cạnh đó, trong thực tế chúng ta thường xử lý và tính toán dữ 
liệu, số đo đã được làm tròn, tức là các số gân đúng. Do đó, hiểu các khái 
niệm về s¿ (concept OŸ error) rật quan trọng đê Sử dụng hiệu quả các 
phương pháp số cũng như giải quyết các vấn đề về xử lý số liệu thực tế, 












1.1. SỐ GÀN ĐỨNG, SAI SÓ TUYỆT ĐÓI VÀ SAI SÓ TƯƠNG ĐÓI 


Phần lớn các số trong tính toán: không biết chính xác, chỉ biết gần 
T, trong đo lường, thống kê, ... Do đó trong tính toán 





thường mắc sai SỐ. 


Nguyên tắc xác định sai số của kết quả: nếu sai số của các số liệu 
ban đầu cho trước, chúng ta xác định sai số kết quả. Ngược lại, cho trước 
sai số kết quả, chúng ta xác định sai số các số liệu ban đầu. 


1.1.1. Số gần đúng 


a được gọi là số gần đúng hay số xắp xỉ của A nếu ø khá gần với A 
(a > A hoặc a < A) và nó được dùng thay A trong tính toán. 


Ví dụ 1.1: 
Cho A=Z, a = 3.14 là số gần đúng của A. 
1.1.2. Sai số thực 


Sai số thực sự của số gần đúng ø là A — a. Vì không biết chính xác 
A nên không biết sai số thực sự của a. Chính vì vậy, chúng ta đi tìm trị 
tuyệt đối của sai số thực sự. Nó được gọi là sai số tuyệt đối. 


1.1.3. Sai số tuyệt đối 


._ Sai số tuyệt đối của số xấp xi a là mọi số đương Az thỏa mãn bất 
đăng thức: 


|A-a|<Aa Œ1) 
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Trong thực hành, chọn các số trong các số dương thỏa mãn phương. 
trình (1.1) cảng bé cảng tốt làm sai số tuyệt đối. 


Như vậy, nhờ phương trình (1.1) dù không biết chính xác A nhưng 
ta lại biết miền giá trị của nó: 


a~Aa<A<a+Aa (12) 
hay 
A=a+Aa (13) 
nghĩa là số A e [a— Aa,a+Az] 
Ví dụ 1.2: 


A là số z và a = 3.14. Vì 3.14<z<3.15 nên Az=0/01 và 
Z=3.14+0.01. 

Chú ý rằng sai số tuyệt đối không thể hiện được mức độ chính xác 
của phép đo hay tính toán. Đề thê hiện sự chính xác ta dùng sai số tương 
đối. 

Ví dụ 1.3: 

Đo được hai số xấp xỉ a, =2, ø, =5 chúng cùng có sai số 
tuyệt đối là Az, = Aa, =0.001n kết quả là phép đo a, chính xác hơn mặc 
dù sai số tuyệt đối của chúng là như nhau. 

1.1.4. Sai số tương đối 


Sai số tương đối của số xấp xi a là tỉ số của sai số tuyệt đối của số 
xấp xỉ với trị tuyệt đối của nó. 








‹._ Áa 
&=T—~ (14) 
kị 
Từ Ví dụ 1.3, chúng ta thấy rằng: 
u = 5 3n = =0.005%, đu, = KẺ s_ =0.02% 


Có thê kết luận rằng: sai số tương đối de nhỏ thì độ chính xác 
của phép đo càng cao. Như vậy, trong ví dụ 4 phép đo a; chính xác hơn 
phép đo đ¿. 

Chú ý rằng sai số tuyệt đối có cùng thứ nguyên với số xắp xi, sai số 
tương đối không có thứ nguyên, biểu thị bằng “%°. 
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1.2. CHỮ SÓ TIN CẬY, CHỮ SÓ NGHI NGỜ VÀ CHỮ SÓ CÓ 
NGHĨA 
1.2.1. Chữ số tin cậy và chữ số nghỉ ngờ 
Mọi số thập phân đều viết dạng: 
a=‡Š 4,10, 0<a,<9 (5) 


Ví dụ 1.5: 
Cho số ø =139.35, số ø có thê viết dưới dạng sau: 
đ =1.10? +3.10!+9.10?+3.107' + 5.1072 


Trong phương trình (1.5), chữ số ø„ gọi là chữ số tin cậy nếu sai 
số tuyệt đối của a thỏa mãn: Az < 0.5.10”. Ngược lại, Az >0.5.10" thì 
4, gọi là chữ số nghỉ ngờ. 


Ví dụ 1.6: 


4=215483 với sai số tương ứng Aa=00047. Ta thấy 
Aa <0.005= 0.5.102 ›n=-2, a„;=4. Vậy số 4 là chữ số tin cậy VÀ 
các chữ số đứng bên trái số 4 là 2, 7, 5 cũng là số tin cậy còn các số bên 
phải số 4 là 8, 3 là số nghỉ ngờ. 
1.2.2. Chữ số có nghĩa 

về nguyên tắc, số liệu phải được ghỉ sao cho chữ số, cuối cùng là 
chữ số nghỉ ngờ. Khi đó, toàn bộ chữ số tỉn cậy và chữ số nghỉ ngờ là 
chữ số có nghĩa. Ví dụ, với đồng hỗ đo tốc độ (speedometer) với độ 
chính xác hai con số như Hình (1.1). Trong trường hợp này, chúng ta 
nhận định được tốc độ di chuyền trong khoảng 48 — 49 knh. Tuy nhiên, 
khi quan sát kỳ hơn, ta có thê đoán được vận tốc khoảng 48.9 kn/h. Khi 
đó, hai con số đầu là chữ số tin cậy (số 4 và 8), con số 9 là con số nghỉ 
ngờ, hay. số bắt định (vì chúng ta chỉ đoán, con số thứ ba cũng có thể là 7 
hoặc 8) và cả ba con số trên đều là con số có nghĩa. 








Hình 1.1: Đông hồ đo tốc độ 
1ã 
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.... Khi viết một số dưới dạng thập phân gồm nhiều chữ số, các chữ số 
kể từ chữ số đầu tiên khác 0 tính tử trái sang phải được gọi là các chữ số 
có nghĩa. 

'Ví dụ 1.4: 


Số a = 0.002040: ba chữ số 0 đầu tiên không có nghĩa, bốn chữ số 
sau (2, 0, 4, 0) có nghĩa trong đó số 0 cuối cùng là số nghỉ ngờ. Số b = 
0.024: hai chữ số 0 đầu tiên không có nghĩa, hai chữ số sau (2, 4) có 
nghĩa và số 4 là số nghỉ ngờ. 


1.2.3. Cách viết số gần đúng 





Viết số gần đúng kèm theo sai số: œ+Az. Hay viết toàn chữ số 
đáng tin, cách việt này cho ta biệt sai số tuyệt đôi của số xâp xi không 
vượt quá một nửa đơn vị hàng cuôi bên phải chăng hạn như Bảng I.I sau 
đây: 


Bảng 1.1: Giá trị tuyệt đối và sai só 

















A An 
257.100 0.1(<0.5) 
257.10! 1(<5) 
257.102 10 < 50) 
257.10° 100 (< 500) 














1.3. CÁC LOẠI SAI SÓ 
1.3.1. Sai số làm tròn 

Khi một số có quá nhiều chữ số không tiện tính toán, không cần 
quá chính xác, ta cẳn bỏ đi 1 hay nhiều chữ số cuối cho gọn, và ta gọi đó 
là làm tròn số. Khi đó, sai số mới gọi là sai số làm tròn bằng số làm tròn 
trừ số chưa làm tròn. Quy tắc làm tròn: nều chữ ỏ đi đầu tiên > 5 thì 
cộng thêm 1 vào chữ số trước đó. Còn nếu chữ số bỏ đi đầu tiên < 5 thì 
giữ nguyên chữ số trước đó. 











Chú ý rằng sai số làm tròn làm tăng sai số tuyệt đối của phép tính, 
ảnh hưởng đến kết quả tính toán. 


Ví dụ 1.7: 


a) 67.55 là số làm tròn của số 67.548 với 2 số lẻ. 
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b) Cho biểu thức sau: 


_(/2-I_ “IF =Š—-2JSŸ =eoa- 
--[ñn] =(J2-1ƒ =(§-2/5Ì =99—70/2 


Sai số của biểu thức với sử dụng số gần đúng (làm tròn) của „2 
thể hiện ở Bảng 1.2 


Bảng 1.2: Sai số làm tròn 











v2 (z-Ƒ §-2/2} |ss-zoz 
L4 00040960 |0008000 — |1 
14142  |0005050  |0005053  |0006 




















1.3.2. Sai số tính toán 


Sai số tạo ra do tắt cả các lần xắp xi và làm tròn. 





Ví dụ 1.8: 
h Ả 1 1 1 1 1 ] h 
Tính tông A= mm ST rủ =x› các phép tính được 
thực hiện đến 3 chữ số lẻ và đánh giá sai số làm tròn. 
Giải: 


Sai số làm tròn thực hiện đến 3 chữ số lẻ thể hiện ở Bảng 1.3. 
Bảng 1.3: Sai số trong Ví dụ 1.8 
Tính giá trị sốhạng | Sai số làm tròn 








ïr = L.000 9=0 





=0.125 9.=0 








n 
2 
I 























x =0.037 2, =1.10° 
1 + 
+r=0016 6,=4.10 
ï 
sẽ =0008 6=0 
. =0.005 0,=4.101 
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A=a=1~0.125+0.037—0.016+0.008—0.005=0.899 


lsH-seb(t-sm) 














lA-4=l ra 1 I 
-{j;-0øts)x(s:~o00)-[2;~0005) 
<p-l+l-0ak‹ls-nns† 
I I I 
+r~0/014+| ;~000+|<c~0.003< 











<8,+8,+Ø,+0,+6, +6, <9.10° 

Vậy a = 0.899 là giá trị gần đúng của A với sai số tính toán 9.10-* 
. Hay, A=0.899+9.10° 
1.3.3. Sai số phương pháp 

Thay bài toán phức tạp thành bài toán đơn giản sẽ tạo ra sai số gọi 
là sai số phương pháp. 

Chẳng hạn, để giải phương trình ƒ(x) =0 ta dùng phương pháp 
Newton-Raphson với giải thuật sau: 





ƒ(x,) 
mà E4. TT (1:6) 
š #q,) 
Đề giải, ta cần cho trước nghiệm ban đầu và sai số chấp nhận được 
(xem Chương 3) 


Ví dụ 1.9: 





+.+CD)CÏ +... Aa<5.10°, Chuỗi A đạn 
" 


ông. Ta không thẻ cộng vô hạn số hạng được. Do 
đó dùng phương pháp gần đúng, thay A bằng A„. 


|A—A,| là sai số phương pháp, ta cần chọn m sao cho sai số tính 


toán cộng với sai số phương pháp < 5.10”` 





1 gai 
~2r+«+CUT 5 
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Theo lý thuyết chuỗi đan dấu ta có: 


D— có |4 
(0+) (n+2)) “| T(n+Đ, 








lA-A,l< 


Giả sử lẫy n = 6. 


IING: : 
|A~A.|<zr=zag<3⁄10” 


Vậy A, =0.899+9.10* 
Nếu lấy A, làm giá trị gần đúng ta phạm phải sai số: 
|A—0.899 =|A— A, + A,—0.899 
<|A~ 4,|+|A; =0.899 
<3.10°+9.10°<4.10*<5.103 
Vậy: A0.899+4.10” thỏa mãn yêu cầu bài toán. 


1.4. SAI SỐ CỦA HÀM SÓ 
1.4.1, Quy tắc chung 

Giả sử cần tỉnh y theo công thức: y= ƒ(x¡.x;....x„), hàm ƒ khả vỉ 
đối với các biến số X,. 

Nếu x,.x;.....x„ là các số gần đúng thì y cũng là giá trị gần 
đúng. 

Gọi X,.Y là các giá trị đúng, AX,,AY là các sai số tuyệt đối, 
,ởy là các sai số tương đối. 





Để tính các sai số Ay, đy theo các sai số Ax,, ẩv, ta dùng công 
thức số gia theo kiêu nội suy Lagrange. Trong đó: +, là giá trị trung gian 


giữa X, và X,. Vì |X, —x,| bé nên ta chọn Ä, # 1, ta có: 


(q17) 
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Ta chọn 


AY -` —. Xu) X, (18) 


Phương trình ( 8) | 
các sai số của đối 
[ƒ(ị.x;.....x, |. tạ có: 





công thức tính sai số tuyệt đối của hàm y theo. 
. Chia hai vế của phương trình (1.8) cho 





(19) 





Hoặc 


(1.10) 








1.4.2. Sai số của các phép tính cơ bản 
Sai số của các phép toán cơ bản được thê hiện ở Bảng 1.4. 
































bộ Ay 
x+3y Aw +Át, 
LH Aw,+At, 
Xi; x;|Ax +|xj|Ax; 
xi3 kalax +bilax; đổ +iẩy; 




















'Ví dụ 1.10: 
Cho y=xj+x;; xị =1O+0.1; x, =1002E0.5. Tính các sai số 
Ay,ởy: 
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Ay=0.1+0.5=0.6 











ở =? ~o0I, ổy, =ĐŠ 0.005; 
10 “100 
Ialä +Íx;|ẩx, i00: 








|u+ 
Ví dụ 1.11: 
Thể tích hình cầu được tính theo công thức: =Êz£°. Cho 
R=3.7+0.5(em); z=3.14+0.05. Tính sai số tuyệt đối và sai số tương, 


đối của V, 
Giải: 
3V =ðz+30R; öz= ÔĐŠ = 0.0159, 
314 
ĐỖ — 0 0135=> ðV =0.0159+3.0.0135=0.0564 


ởR 








¬ 





V .14.(3.7)” =106(em`); 


3 
AV =|V|ðV =106x0.0564= 5.9784 
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CHƯƠNG 2: 
NỘI SUY VÀ NGOẠI SUY 


Hàm nội suy là một hảm đi qua những điểm dữ liệu cho trước. 
Những hàm này được lây từ những bảng hàm mẫu hoặc lây trực tiệp từ 
các hàm đã 







phương pháp giải bài toán nội suy: nội suy tuyến tính, nội 
trong đó, nội suy đa thức là phương 
pháp cơ bản nhất trong việc giải băng số. 








2.1. NỘI SUY 
2.1.1. Phương pháp nội suy tuyến tính 


Nội suy tuyến tính là cơ sở cho nhiều sơ đỗ số cơ bản. Bằng cách 
lấy tích phân nội suy tuyến tính, người ta chỉ ra một sơ đồ tích phân gọi 
lả luật hình thang. Gradient của nội suy tuyến tính là một xấp xi cho đạo 
hàm bậc nhất của hàm số. 





f(x) 








” 
ơ| 
> 


Hình 2.1: Nội suy tuyến tính 


Nội suy tuyến tính là tìm một đường thắng khớp với những điểm 
dữ liệu đã cho (Hình 2.1), được xác định bởi: 


#Œœ)= T—ˆ/(4)+3—# /0) @.0) 


_ Trong đó, /ía) và ƒ{b) là giá trị đã biết của ffx) tại x = ø và x = b 
Sai số của phép nội suy: 
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£G)=S(~4)%~6)/ (6), a<¿<b @12) 


Trong đó ¿ phụ thuộc x. Phương trình (2.2) là một hàm khá bắt tiện 
bởi vì chúng ta không có cách đề đánh giá chính xác ¿. Tuy nhiên, có thể 
phân tích e(x) khi ƒ”(+) xắp xi bằng hằng số trong khoảng [a, b]. 

Nếu ƒf() là hàm biến đổi chậm hoặc [ø, b] nhỏ để ƒ”(v) biến đôi ít, 
chúng ta có thê xấp xỉ / (É 
b: x„=(a+b)/2. Phương trình (2.2) chỉ ra rằng: Sai số xáp xi lớn nhất xảy 
ra tại điểm giữa của hai điêm dữ liệu; Sai sô gia tăng khi đoạn b - a tăng; 
và sai số cũng tăng khi |/ |tăng. Ngoại trừ những hướng mà ƒ†x)=0 





bằng ƒ”(x,). Trong đó, x„ là điểm giữa a và 


trong [a, b] vì /'xắp xỉ hằng số không chấp nhận được. 
2.1.2. Phương pháp nội suy Lagrange 

Có thể có 3, 4, hoặc nhiều điểm dữ liệu đẻ khớp với một đường 
cong. Một trong những phương pháp cơ bản đề tìm hàm đi qua những 
điêm dữ liệu là nội suy đa thức. 





Nội suy đa thức có thể diễn đạt bằng cách biến đổi thành nhiều 
dạng khác nhau (có thể biến đổi từ dạng này sang dạng khác). Trong số 
dạng đó là nội suy Lagrange, nội suy Hermite Newton tiên và lùi. 

Bậc đa thức thứ X đi qua N+7 điểm là duy nhất. Có nghĩa là với 
mọi công thức nội Suy, nội suy đa thức đều làm khớp các điểm dữ liệu 
với sự tính toán gần như giống nhau. Giả sử +7 điềm dữ liệu cho trước 


gồm các điểm lưới xụ.xị.x;....xy và u.fi-f,... ƒy là giá trị nhận tử 
Xạ, Xị„.. tương ứng (Hình 2.2). Một đa thức bậc N đi qua N+/ điểm dữ 
liệu được viết: 





#(1)=4,+đix+d;xŸ +...+ đụ, (23) 


Trong đó, a, là hệ số chưa biết. Từ các cặp giá trị đã biết (x, /). ta 





(24) 
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% J1 ® ƒ 


Xu XI X Ấp A4 XS 

Hình 2.2: Nội suy Lagrange 
Mặc dù hệ số a, có thê được xác định bằng cách giải hệ phương. 
tính; tuy nhiên, giải điêu này rất khó khăn bởi hai lí 
do: thứ nhất người ta cần một chương trình để giải một hệ tuyên tính; 
thứ ệc giải bằng máy tính không thể chính xác. Thật vậy, ó mũ 
của x¡ trong những phương, trình có thê là những con số rất lớn, và sự ảnh 
hưởng của việc làm tròn số là rất nghiêm trọng. Tuy nhiên, có lừng 
phương, pháp tốt hơn để giải bài toán nội suy đa thức mà không cần giải 
quyết hệ phương trình tuyến tính. Đó là công thức nội suy Lagrange, 
Hermite, Newton tiến/lùi. 

















Đê làm quen công thức cơ bản của Lagrange, xét kết quả của 
những yêu tô cho trước sau đây: 


(@%)=(x—xj)Œ~x;)..(X—Xy) 


ŸjG)= (ụ —X)Œụ —%; 





(Xu — 





Biểu thức trên được liên kết với +! điểm dữ liệu đã cho trước. 
Hàm Ý là đa thức bậc N của x và đạt 0 tại x = x¿, xz,.... xu, Nếu chia 


Vậ(x) cho W2(x,) ta được một hàm sau đây: 








(x-xj)(x~x; 
Wy(x)= 2 
2) xi3 (26) 
Tương tự, ta có thê việt tông quát cho W⁄(x), như sau: 
(x=xX,)(X—*;)..(X— Xy) 
V(x)=————————— 2.7 
GŒ,—x)G,—4,)~Œ =8) thủ 





Trong đó tử số bao gồm (x - x;) và mẫu số không chứa (x; -+;). Hàm 
V/(x) là đa thức bậc W đạt duy nhất tại x = x; và bằng Ø khi x; = x; j# í. 
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Thêm vào đó, nêu ta nhân W¿(x), V„(x), V› (+)... ƑA{x) với ƒø, fi,.... ƒ4, theo 
thứ tự rồi sau đó cộng chúng lại với nhau, phép tông trở thành một đa 
thức bậc X và ƒ với ¡ = 0....MN. 


Như vậy, công thức nội suy Lagrange bậc À được viết như sau: 










(x=x,)@—A Xy)) 
)= L w 
lam BH ng 
: tụ)(X — X;)...(X— Xy ⁄ 
Xạ)Œị —X;)...(Xị — X„ ) , (2.8) 








Giải phương trình (2.8) tương đương với việc giải hệ phương trình 
phi tuyến. 








Ví dụ 2.1: 

Tỷ trọng của Natri cho ở 3 nhiệt độ khác nhau như sau: 
ỉ Nhiệt độ (7) Tỉ trọng (Ø,) 
0 94°C 929(kg/m”) 
1 205 902 
2 317 §60 














Tìm tỉ trọng của Natri ở 251C bằng cách sử dụng nội suy Lagrange 
Giải: 
Vì số điểm dữ liệu là 3, nên ta chọn bậc đa thức của công thức 
Lagrange W = 2. 
+ __ Œ~2059Œ~370) 
#É F S2 —209(205-370) 
(~94-~37) 
(205~94)(205- 371) 
(Œ~94)Œ~205) 
(371-94)71~ 205) 


(929) 
(902) 
(860) 
Thay 7 = 251 vào phương trình trên, ta được: g(251)=890.5 kg/m” 
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2.1.3. Phương pháp nội suy đường cong bậc ba. 


Nếu dữ liệu bài toán lớn, việc làm mịn đường cong nội suy cho ta 
kết quả rất tốt, điều này dẫn đến sai số bài toán rất bé. Khi đó, ta dùng nội 
suy Cubic bậc 3 hay Bezier, Spline, Nurb... 


% 


4à ï hú =x¿sxi — TÊm 
————— ` 


n Xị Xi 





Hình 2.3: Khoảng giá trị 


Trong nội suy đường cong bậc 3, đường cong bậc 3 được sử dụng, 
giữa 2 điểm dữ liệu liên tiêp. Một đường bậc 3 có 4 hệ số, do đó nó cần 4 
điều kiện. Hai trong số chúng hình thảnh từ yêu cầu đa thức phải đi qua 
những điểm dữ liệu tại 2, 3 điểm. Hai điều kiện còn lại từ yêu cầu đạo 
hàm bậc nhất và bậc hai của đa thức đê đảm bảo sự liện lục và chuyên 
tiếp mượt mà (smooth) qua mỗi điểm dữ liệu. 


Xét khoảng x¡< x<x.... chiều đài hị = x„.,-x/ trong dãy nội suy như 
Hình 2.3. Sử dụng hệ toạ độ địa phương s = x- x, đa thức cubic cho một 
khoảng được việt như sau: 
g(S)=a + bs + cs” +es` với 0<s<h, (2.9) 
Đầu tiên phương pháp này đòi hỏi g(s) được biết ứng với giá trị 
hàm /fs) ở s = 0 và s = h,, nghĩa là: 
% 
% 
Trong đó, / và /¿¿ là giá trị đã biết ứng với s = Ø và s = h, Thêm 
vào đó g' và g” liên tục tại ¿ và ¡ +7 đa thức bậc 3 ở lân cận của khoảng. 


Chúng ta kí hiệu ÿ, £ ở điểm ¡ của lưới bởi gý, 


a 





=a+bh, + chỷ + ch` G19) 








&7. Đạo hàm bậc hai của phương trình (2.9) cho ta: 
g')=2c+6es (2.11) 


Như vậy ở điêm ¡ và ¡+7 các đạo hàm bậc hai tương ứng: 


(2.12) 
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Giải hệ phương trình (2.12) trên, ta được c và e như sau: 
cự 
«=(g7. —87)/(6h, ) 


Hệ số a đã cho từ phương trình (2.10). Hệ số b được xác định bởi 
việc khử a, c, và e trong các phương trình (2.10 - 2.13), ta được: 


(2.13) 


b~(a—Í_ 8á 128 p 


h 6 


(2.14) 


Do đó, phương trình đường cong đa thức (2.9) được viết lại như sau: 








s)j= fan _ 8a +28 pÌc 
&(s)= ƒ, | h s ðị: 
„ , (2.15) 
xe ¿ Sáu s 
2 6h, 


Đạo hàm bậc nhất của phương trình (2.15) tại s = Ø và s = j là: 





mm +287 kzU. +/] @.16) 








“D8 +87 kyUa+⁄] @.17) 


Trong đó, h = xi — X. Đối với khoảng dữ liệu khác của 
#ị¡ SXS1,, ta được: 


g =- lạ tất ky _Ú +/a] (2.18) 


Trong đó, hị; = x; - x;;. Vì ø? của phương trình (2.18) phải bằng 
với #7 của phương trình (2.16) đẻ đạo hàm bậc nhất liên tục. Khử ø/ giữa 
hai phương trình trên ta được phương trình sau: 


hị i8, +(h,¡+2h,)g7. +hịgễi = 
1 1 1 l (2.19) 
đến h {ch “| 
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Chú ý rằng khi giá trị hàm tại hai điểm biên chưa biết ta dùng ngoại 
suy. Phương trình (2.19) áp dụng cho mọi điểm lưới. Ngoại trừ hai điểm 
biên, giá trị của 2 điểm này được xác định dựa trên phép I ngoại suy của 
hai điểm bên trong lưới điểm kề nó. Các giả thuyết rằng số điêm dữ liệu 
được kí hiệu bởi ¡ = 0, 7, 2,..., W, hệ phương trình trên trở thành: 

(2hạ,+2h)gỉ +hụgi = 


1 , 
h %~ [ }: *Ạ5|¬he 


h6”, +(2h,„¡ +2h,)g7. + h8 = 





g1. 
hạ; 


Giả sử ta có lưới điểm gồm 4 khoảng bằng nhau ¿ = 0+4, áp 
dụng hai kiểu tính điều kiện biên được minh hoạ dưới đây: 








4g +ếÌ =.rUy~2/*/5]= 4i 
kĩ +41 +e[ = Tri ~2/,+ 0] 621) 


" . 6 : : š 
6 +46 =1 2›~2+/4]- 
Trong đó, g;và g7 là giá trị tính dựa trên phép ngoại suy như sau: 


đã =287 —67 





`... (2.2) 
6i =28ï — 6 
Trường hợp tổng quát, ¿và #+ đạt được bởi: 
gã 287 — (223) 


v=28X 1T 8w 
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Khi đó, phương trình (2,21) trở thành: 


h—2/.+] 





6 
sĩ +46i +eị =1[~2/2+0] (224) 


6g{ =2: =2 +0] 


Giải hệ phương trình (2.24) ta thu được gƑ, g7, #;. Thay các giá 
trị này vào phương trình (2.15) ta được hàm s của phương trình (2.9). 




















Ví dụ 2.2: 
Cho bảng dữ liệu sau: 
x fx) 
0 0.000000. 
61 0.099833 
z!4 0.707106 
z!2 1.000000 
3z/4 0.707106 
z 0.000000 
5z/4 ~0.707106 
3z/2 ~1.000000 
Tz!4 ~0.707106 
2z~0.1 -0.099833 
2z 0.000000 
Sử dụng nội suy đường cong bậc 3, giá trị /fxjvới 





0.1, 0.2,..., 1.0 điểm dữ liệu cho trước được mô tả từ một hàm thử /[x) 
sin(x) Bảng (2.1). Tính sai số giữa hàm thử và g(x) là hàm nội suy 
đường cong bậc 3. Trong bảng dữ liệu đã cho, không có giá trị biên cho 
đạo hàm bậc hai đã cho. Vì vậy, chúng ta sử dụng phương pháp ngoại 
suy, Kết quả của nội suy và đánh giá sai số được trình bảy ở bảng dưới: 












x g(x) x) Sai số (ƒÉ9-g(x)) 
0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 
0.698131 0.643082 0.642787 -0.000295 
1.396262 0984166 0.984808 0.000642 
2.094393 0.865193 0.866026 0.000833 
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x g(x) #) Sai số (ffx)-g(x)) 
2792525 0.341525 0.342022 0.000497 
3.490656 -0.341526 -0.342017 -0.000492 
4.188787 -0.865193 -(.866024 -0.000831 
4.886918 -0.984167 -0.984808 -0.000641 
5.585049 -0.643088 -(.642791 0.000297 
6.283180 0.000000 ~0.000005 ~0.00000S 














Trong đó, ø(x) là nội suy đường cong bậc 3; ƒ[x) là hàm chính xác; 


Và sai sô là f[x) — g(x). 





2.1.4. Phương pháp nội suy Lagrange cho bài toán hai chiều 


Giả sử giá trị của hàm ƒfx,y) được cho trên lưới chữ nhật (x,y) 
tương ứng giá trị (x,y;) như Hình 2.4. Giá trị tương ứng của hàm ƒfx,y) 
(đại lượng cần đo) tại vị trí này ký hiệu là Ø; = ƒfx,y,). Như vậy, nội suy 
Lagrange cho bài toán hai chiều là quá trình nội suy kép, nghĩa là được 
thực hiện qua 2 bước, trong đó mỗi bước được thực hiện như nội suy một 


chiều ở phân trên. 





Hình 2.4: Nội suy hai chiêu 


Chăng hạn, chúng ta cần xác định giá trị của hàm tại một vị trí nào 
đó trong miên xác định. 
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Sau đó, ta nội suy giữa ƒz và ƒr bằng nội suy tuyến tính: 


Xa 


“—ƒỨ; (227) 





Cuối cùng, ta tổ hợp hai bước trên, ta thu được công thức nội suy 
hai chiêu như sau: 
(x,—X)Œ,—Y)f,„¡ +(X,—3)@— Y1), 
+(x~x,i)Œ,—Y)/,,¡ +X—x¿)—Y,l)/,,] (2/28) 
(x, —x„¡)Œ¿ — y,)| 





g,y)= 


2.2. NGOẠI SUY HAI ĐIÊM 

. Ngoại suy hai điểm dựa trên ý tưởng cơ bản sau: chúng ta có thể 
xâp xi hàm /”(x)băng cách xâp xi sai phân hữu hạn theo các bước h, 2h, 
... nhưng chúng ta thật sự mong muốn: 


“==.. (229) 
Xét hàm dưới đây: 
F(h) = ag + ah” + O(h”) với r>p (2.30) 
Trong đó, giả sử hệ số mũ p và r đã biết, hệ số zạ, a; cần tìm. 
Mục đích là tính: 
4, =limF(W) (231) 


Chẳng hạn, cho sơ đồ vi phân tiến với cấp chính xác bậc nhất: 
F(h) = aạ + aih + O(hŸ ) (2432) 
Từ phương trình (2.30), ta có: 
F(h) = a, +ayh" + O(h” ) 





(2.33) 
F[qh) = a, + a(qh)” + O(h”) >1 
Khử ai từ phương trình (2.33), ta được: 
F(h)~ Ftq h % 
s KT: rướn: ) (2.34) 
Có aø, chúng ta dễ dàng tính toán ø; từ phương trình (2.33). 
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Ví dụ 2.3: 


Để tính năng lượng chính xác của hàm chịu uốn Ứ và hệ số C, nếu 
biết năng lượng xấp xỉ ứng với lưới có kích thước h là Ú, và lưới có kích 
thước ñ/2 là U„„;. 


Giải: 

Theo sơ đồ ngoại suy Richard-Son sau: 
lu 

U-U,= 4) 
h 


Trong đó, p là bậc đa thức xấp Xi. Ta có 
u 
h:U~U,=C|—| (œ 
l (¡) X 


„ 
) C3) 


Cho p = 2, U, = 1.476, U¿; =1.126, h=0.02. Giải hệ (*) và (**) ta 
47.10”. Có U và C ta tính 


ị= 









toán sai số năng lượng tuyệt đối với lưới: và ñ⁄2 như sau: 
|U-U,|=0.1167 








Ta thây răng sai số năng lượng tuyệt đối tương ứng với h nhớ hơn 
tương ứng với 1⁄2. Vậy lưới h xắp xỉ tốt hơn. 
2.3. BÀI TẬP 
Bài 2.1. Viết nội suy Lagrange, đi qua các điểm dữ liệu sau đây: 
Cho hàm: y=/g(+).v° 
+ 0 0.4 0.8 12 
# 0 0.0676 0.6590 3.7039 





























Biết ƒ"”(0.6) =1.822, đánh giá sai số tại x = 0.2, 0.6, 1.0 
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Bài 2.2. Dùng phương pháp nội suy đa thức Lagrange và nội suy đường 
cong bậc ba đề tìm hàm đi qua các điểm dữ liệu cho bảng dưới đây: 


in(x) 











Cho hàm: y= 
ỉ X¡ Jfx) 
'j 0 0 
2 0.25 0.1649 
8 0.5 0.2808 
4 0.75 0.3653 
bì 10 0.4207 

















Đánh giá sai số những công thức nội suy trên tại x = 0.6. 
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_CHƯƠNG 3. : 
PHƯƠNG TRÌNH PHI TUYẾT MỘT BIẾN 


3.1. ĐỊNH NGHĨA 

Cho phương trình một biến ƒ(x):#->&. Nếu ƒfx) = 0 thì x là 
nghiệm của hàm số /[x). Một cách tổng quát, hàm /fx) có thể không có 
nghiệm, có một nghiệm, hoặc vô số nghiệm. Chẳng hạn: ƒ(x)=e` không 
có nghiệm x (Hình 3.1); ƒ(x)=e' =e"`có một nghiệm (Hình 3.2); hàm 
#(x) = cos(x) có vô số nghiệm (Hình 3.3). 








3e ' 





r 95 °ø 05 1 
. 


Hình 3.1: Hàm một biến 








ì o5 0 05 1 


Hình 3.2: Hàm một biến y = exp(x) - exp(-x) 
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Hình 3.3: Hàm một biến y = cos(x) 


Ví dụ 3.1: 

Khảo sát nghiệm của phương trình một biến ax = b. 

Giải: 

Phương trình có nghiệm duy nhất nếu œ#0, vô nghiệm nếu 
a=0,b+0 và vô số nghiệm ( xe R ) nêu z=0 & b=0. 


Ví dụ 3.2: 
Cho mạch điện một chiều phi tuyến như hình vẽ (Hình 3.4). 


y=g(x) 
, g4) 


s == 
zQ = (E-x)/R 


Ÿ 


Hình 3.4: Mạch điện một chiều phi tuyến 


Trong đó, E là suất điện động; x là hiệu điện thể thay đôi giữa hai 
đầu điện trở; # là điện trở: và y là dòng điện qua mạch và là một hàm 
thay đôi theo x. 


Giải: 
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Áp dụng định luật Ohm cho mạch này, ta có: 





E~x 

(%)=g@)_—#—* 
/#Œœ)=sŒœ) R 

Đây là phương trình một biến x và có 3 nghiệm. 


3.2. PHƯƠNG PHÁP GIẢI LẬP. 

3.2.1. Tính chất chung của giải thuật 
Xây dựng chương trình con (kiêu function) cho ƒ(x), /'{x). 
Gọi các hàm nảy từ chương trình chính. Tính giá trị các hàm này. 


3.2.2. Hạn chế của giải thuật 


Giải thuật đề ra chỉ tìm được một nghiệm thuộc khoảng chứa 
nghiệm. Nghiệm ban đầu đưa ra phải nằm trong khoảng chứa hay lân cận 
nghiệm cần tìm. 


3.2.3. Phương pháp giải phương trình phi tuyến bằng giải lặp 


(0) 


Nghiệm xuất phát ban đầu x 
+, k=0/12... 


„ nghiệm ứng với bước lặp thứ k là 


Tính x“*" từ x“'cho mỗi lần lặp. Trong mỗi lần lặp phải tính 
# hay (ƒ,ƒ')ở trạng thái đó, chăng hạn ở bước lặp thứ k tính 
8), #0), 

Chọn tiêu chuân dừng (kết thúc) giải thuật. Thông thường, ta cho 
trước sai số £ (là một số dương rất nhỏ). Quá trình lặp dừng nếu 
J#@"} <e. 





Tốc 
TI#  ậg 
số lân lặp. 
3.2.4. Phân tích sai số và tốc độ hội tụ 


ộ giải thuật tùy thuộc và chỉ phí tính toán cho ƒ(x). ƒ'(x) và 


t9 —x x" với ƒ(x)) =0, nhanh như thế nào để x*) —» x'? 


Giả sử x 
Sai số sau & lần lặp: 
+ Sai số tuyệt đối: 
TẢ 


|x“'—x 4.1) 
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+ Sai số tương đồi: 














N: 
4.2) 
+ Chỉnh lý: 
—lO8qu 
(3.3) 
Điều kiệt 
“Tốc độ hội tụ: 
+ Hội tụ tuyến tính: Tồn tại hằng số « e (o.1) sao cho: 
lx#"=x'|<c|x®) = xŸ | với k đủ lớn. 4) 
+ R-hội tụ tuyến tính: Tôn tại « = (0.1). AZ >0 sao cho: 
[x9 =x'|< Met với k đủ lớn. @.5) 
+ Hội tụ toàn phương (bậc hai): Tôn tại e >0 sao cho: 
|e° "J<clrt°®=xƑ với k đủ lớn. @.6) 
+ Siêu hội tụ: Tổn tại €, với c —>Ũ, sao cho: 
|" =x|<e|x#? =x'| với k đủ lớn. (4.7) 


Ý nghĩa: 
+ Nếu x' z 0,gọi số chỉnh lý (thặng dư) ở lần lặp thứ k: 


3.8) 


+ Hội tụ tuyến tính cho mỗi lần lặp thì thặng dư: 





rên) >9 —log  e 49) 
+ Hội tụ toàn phương cho mỗi lần lặp: 

rất >—loglc|v |]à 2y) (.10) 
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Ví dụ 3.3: 
Với x ` =1 





x) =1+0.5* hội tụ là tuyến tính (với e = }); 








+) =1+0:5”” hội tụ toàn phương (với e = 1): 


ly“ ~l| 








#“”-[— + 
x9- @Œ+2" 






Tối độ hội tụ được thẻ 





ện ở Hình 3.5 và Bảng 3.1 





— hợi 1u tuyen tình 
-# họitu bao 2 
=® sieu hoi tụ 














Hình 3.5: Mạch điện một chiêu phi tuyển 
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Bảng 3.1: Giá trị từng vòng lặp k 























LÌÏ 24 =s¿öät Í| xới + | e2 1Ý 
k | x®=l+045 x#®'=I+0.5 # -¬(ñ) 

0 2.0000000000Ầ 1.5000000000. 2.0000000000. 
1 1.5000000000. 1.2500000000Ầ 1.5000000000. 
t2 1.2500000000. 1.0625000000. 11111111111 
3 1.1250000000Ầ 1.0156250000. 1.0156250000. 
4 1.0625000000. 1.0039062500. 1.0016000000. 
§ 1.0312500000. 1.0009765625 10001286008 
6 1.0156250000. 1.00024414062 1.0000084998 
7 1.0078125000. 1.00006103515 1.0000004768 
§ 1:0039062500. 1.00001525878 10000000232 
9 1:0019531250 1.00000381469 10000000010 
10 1:0009765625 1.00000095367 10000000000 





3.2.5. Phương pháp giải lặp 
Nguyên tắc tìm nghiệm: 
+ Vẽ hàm f(x): ta đễ dàng tìm nghiệm đề nghị ban đầu. 
+ Chọn nghiệm đề nghị 
+ Lặp mịn theo giải thuật tính từ nghiệm đề nghị ban đầu. 
a) Phương pháp lặp với điểm cố định (Fixed Point Iteration) 
Đơn giản, dùng khi hàm cần lặp là hội tụ. 
Vấn đề: 
ƒ()=0 
X„„ = §(Xu„) tên 
Giải thuật: 
Nghiệm đề nghị ban đầu xạ =... và điều kiện dừng roi =... 
fork= 12... 
(Xi-1) 


ÿ/ hội tụ. dừng 


Xi= 





end 
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Lưu đề: Star 
(1): xo, tol /¿đ0 7 
(2):k=12... 
@):x.= g0) s. 
(4): lx¿ — X/l < tol ) 
(5): xuất x c4) 
Ví dụ 3.4: ø@ / 
Giải phương trình phi tuyến: 
~!?~2=0 CEnd 
Viết lại dạng: 
Xa, = 8 (X„„) = Xuu +2 
Xe = 3X ) = (Xu, — 2)” 
Thay 
: 8;(x, =l) #;(x,=J) 
0 3 3 3 
1 3.4422495703 1 5266442931 
2 3.5098974493 +] 5213801474 
3 3.5197243050 -27 3.5213797068 
4 3.5211412691 -24389 3.5213797068 
5 3.5213453678 ~1.451x10!8 3.5213797068 
6 3.5213747615 -3.055x10° 3.5213797068 
7 3.5213789946 -2.852x10!!8 3.5213797068 
§ 3.5213796042 inf 3.5213797068 
9 3.5213796920 inf 3.5213797068 




















Kết luận: g,(x) hội tụ, g;(x) phân kỳ và ø;(+) hội tụ rất nhanh. 
Điều này có thể nói rằng, vòng lặp hội tụ hay phân kỳ, hội tụ nhanh hay. 
chậm phụ thuộc vào cách chọn phương g(x). 
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b) Phương pháp chia đôi khoảng (bisection method). 
Xét hàm một biến ƒ(+):# —> &, liên tục trong khoảng [ø, b]. 
Nghiệm của hàm f(x) tìm được trên khoảng đóng [a,b] nếu (Hình 3.6): 





#(4).ƒ(b)<0 (3.12) 
#4) 78) .. ' 
0 9 h 
D D H 
7®) Ð 





Hình 3.6: Phương pháp chia đôi khoảng 
Giải thuật: 
Cho trước khoảng nghiệm [a, b] và tiêu chuân hội tụ. 
Jork=1,2,... 


-a+b 


2 
1Ƒf[x»)*ƒxu)>0 


d=Xm 


mm 


else 
b=xm 
end [iƒJ 
jƒ hội tụ, dừng 
end (for} 
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Lưu đồ: cSmm 


():a,b,tol 



























































(2):k =12... ứđ0 / 
a+b 2) 
3):x„= 
@):x, 2 
(4):/(x„) #0 
@®):/(a).ƒ(x„)<0 
(6):b=x„ (6 
(Œ):a=x„ 
(8):|/(x„)|<tøl 
a+b š f9 
(9):x„ x.. c 
(10):inx 6) 
⁄ q0 7 
Ví dụ 3.5: = 


Sử dụng phương pháp chia đôi khoảng tìm nghiệm phương trình 
Sau: 

ƒŒ@&)=x-x'?-2=0 @®) 

Giải: 

Chọn khoảng tìm nghiệm: [a, b] = [3, 4] 


' Kiểm tra điều kiện có nghiệm trong khoảng [a, b], thay giá trị x 
bằng 3 và 4 vào phương trình (*), ta được: 


ƒ) =~0.4422và ƒ(4) =0.4126 
> ƒ@).ƒ0) = ƒ().ƒ(4)<0 
Xác định x„: 
a+b 3+4 
J.= =——— 
2 2 
ƒ(x„) =~0.01829449< 0 


3.5, 
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Xi + -35+4 
3xạ=—®—— 
ñ 2 


/(x„;) =0.19638375> 0 


=3.75 





Tương tự: 
b=x„;,a=3.5, 
A„;¿ +g _ 3/75+3.5 
=— =————=34625. 
li 2 2 
/ƒ(x„;) =0.08884159> 0 


X, 





Tiếp tục như trên, nghiệm đạt được sau khi điều kiện dừng thỏa 
























































. Các vòng lặp tiếp theo được thê hiện ở Bảng 3.2 sau: 
Bảng 3.2: Giá trị sau mỗi vòng lặ 
a b Xmid ffXmo 
0 |3 4 
1 3 4 3.5 -0.01829449 
2 |3⁄5 4 375 0.19638375 
3 |345 3.75 3.625 0.08884159 
4 |3.5 3.625 3.5625 0.03522131 
5 |3.5 3.5625 3.53125 0.00845016 
6 |3.5 3.53125 3.515625 -0.00492550 
7 |3.51625 3.53125 3.5234375 0.00176150 
8 |3.51625 35234375 |3.51953125 | -0.00158221 
9 |3.51953125 | 3.5234375 | 3.52148438 0.00008959 
10 | 3.51953125 | 3.5214843§ ( 3.52050781 | -0.00074632 
Tiêu chuẩn dừng của phương pháp chia đôi khoảng 
+ ly —x, ¡| <1ØH: sai số tuyệt đối 
=ð | 








<iol: sai số tương đối. 
b-4 
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+ |ƒ(x,)|<fol: sai số tuyệt đối hàm. 
+ |4 )|<tolmax{ƒ (a)||ƒ (b)Ì: sai số tương đối của hàm. 


Khoảng sai số trên phương x và phương y của phương pháp chia 
đôi khoảng được thê hiện trên Hình 3.7 






Nghiệm thực 


Sai số 
trên y 


Sai số trên 


Hình 3.7: Hàm một biến y = exp(x) 
€©) Phương pháp Newton-Raphson 
Cho hàm một biến #Œ:#® — & liên tục và khả vi. Phương pháp 
Newton —= Raphson có thê xây dựng dựa trên giải thích hình học. 
“Từ Hình 3.8, đạo hàm bậc một tại x; tương đương đường. dốc: 
£6)=-9) (4.13) 
XiT% 


Phương trình (3.13), có thể viết lại như sau: 








. _/Œ) 
*; “Xi 7G) 4.14) 
Hay 
Âại £) (3.15) 





Œ,) 


Phương trình (2.15) chính là giải thuật của phương pháp lặp 
Newton = Raphson đề tìm nghiệm của phương trình ƒ†x). 
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fx) T 





fz) T 


Hình 3.8: Phương pháp Newton-Raphson 


Tiêu chuẩn dừng của phương pháp Newton-Raphson 
|x, —x, ¡| <føl hoặc |ƒ(x, )| < rol 
Lưu đồ: 

():x,,tol 


























(5):inx 


CS 
¿0 / 
FZ”L (2 
4) 
<4 >— 
Đ 
/¿® / 
Ví dụ 3.6: Cu 


Tìm nghiệm phương trình ƒ(x)= x—+x'~2=0 (*) bằng phương 
pháp Newton ~ Raphson 
Giải: 


Đạo hàm bậc một của (*): ƒ'(+)=1 _ 





Sử dụng phương trình lặp (3.15): X;., = 
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Quá trình lặp với các giá trị x, / 6) và ƒíx) được thể hiện ở Bảng 3.3 
Sau: 


Bảng 3.3: Giá trị sau mỗi vòng lãi 


























k X$ #œ,) /@) 
0 3 083975005 | -0.44224957 
1 3,52664429 0.85612976 0.00450679 
2 3.52138015 0.85598641 3.771x107 
3 3.52137971 0.85598640 2.664x1013 
4 3.52137971 085598640 0.0 

Ví dụ 3.7: 


e'T~e£” 
Cho ƒ(%) “Ti có nghiệm duy nhất ở x = 0 (Hình 3.9). Sử 
e L 





dụng phương pháp Newton — Raphson để giải phương trình trên với hai 
giá trị nghiệm ban đầu khác nhau: x'” = 0.9 và x'° =1.1 


Giải: 
Trường hợp x"” = 0.9: 











x° =-5.710”, x 
+ =2.510%, xe 


=1310', x'? ==1.610, 
.010°? 





Trường hợp x'” =1.1: 
+?) ==l.1 101, x2?! =1.2 100, 
+! =—1.7 100, xf?! =5.7 100, xế! =~2.3 101 

















ec'Ì=£ 





Hình 3.9: Hàm ƒ() = 


e'+e 
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Ta thấy rằng, trường hợp giá trị ban đầu +x'° =0.9 nghiệm đạt 
được chỉ sau 5 vòng lặp (hội tụ rất nhanh). Trong khi trường hợp 2 không 
thê m nghiệm được (vòng lặp không hội tụ). Như vậy chúng ta thấy 
rằng, nghiệm ban đầu quyết định khả năng độ hội tụ của phương 
pháp Newton ~ Raphson. Trường hợp 2 có thể giải thích ở Hình 3.10. 





fu)* 
#xi) 








Hình 3.10: Hàm một biến y = exp(x) 
d) Phương pháp dây cung (Secant method) 





Hình 3.11: Phương pháp dây cung 


Đối với phương pháp này, chúng ta cần cho trước 2 nghiệm +, và 
Xu ¡„ đạo hàm xắp xỉ của hàm /[x) được xác định như sau (Hình 3. 1): 

Ũ Œ,)-~ƒŒ,¡) 
f)~£fGU-/6.) (3.16) 
Xi Xi: 

Tương tự như phương pháp Newtion - Raphson, nghiệm của 
phương trình có thê đạt dựa trên công thức lặp sau: 
Xi =5; -_£&) 

Œœ,) 





@.17) 
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x 
-ƒœ)—*. Xa — 
TU )=/7Ea 


(4):|x, —x¿„|<føl or|ƒ(x,)|<:øl 
(5):inx 





Phương pháp dây cung có độ hội tụ như 
phương pháp Newton - Raphson. Ưu điểm của 
phương pháp này là chúng ta không cần tính đạo 
hàm. Tuy nhiên, chúng ta cân đưa ra 2 giá trị 
đầu của nghiệm. 


Ví dụ 3.8: 


























Sử dụng phương pháp dây cung tìm nghiệm phương trình: 
ƒ(x)=e `—x. Hai giá trị đầu của nghiệm được cho là: xạ =0,x, =1. 


Giải: 

Vòng lặp thứ nhất: 

ƒ( =0)=1 

/#(x =l)=~0.63212 

~0.632140~1) 
1~(-0.63212) 

'Vòng lặp thứ 2: 

ƒ(x, =])=-~0.63212 

#Œx, =0.61270=~0.07081 


x;=l 





=0.61270 


~0.070811—0.61270) 
~0.63212~(-0.0708]) 


'Vòng lặp thứ 3: 
ƒ(Œx; =0.61270 =~0.07081 


x; =06127~ 
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ƒ(x; =0.56384)=0.00518 


x, =0.56384~— =0.56717 





Các vòng lặp khác được thể hiện ở Bảng 3.4 sau: 
Bảng 3.4: Giá trị sau mỗi vòng lặp 


























k z Jtx) 

0 0 1 
1 1 -0.632120 
2 0.6126998 -0.070813 
3 0.5638383 0.0051823 
4 0.5671703 | -4.2419e-05 
b] 0.5671433 | -2.53§0e-0§ 
6 0.5671432 | 1.24233e-13 

















Ta cũng thể thể kết hợp giữa phương pháp dây cung. Sun 
và phương pháp chia đôi khoảng. Khi đỏ lưu đề giải 
thuật lai hai phương pháp như sau: ¿0 7 
Lưu đề: @) 


():x, 


























<q> 
lọ: toc Ti 

@): xu =A, -/0 cứ, ) AC 
(4): ƒŒœ,„) £(,,)<0 Ẵ 
(6):|ƒ(x,„,)|< toi Z7 
(7):ln x CEnd) 


Bảng 3.5 thê hiện quá trình lặp của phương pháp dây cung và 
phương pháp lai giữa dây cung và chia đôi khoảng của phương trình 
trong Ví dụ 3. 
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Bảng 3.5: Vòng lặp hai phương pháp 












































¡| x(secam) | x(hydrid) | ƒ(secam) ƒ(hydrid) 
1Ị0 0 1 1 

2J1 0 1 -0.632120 
3|0.612699 | 0.612699 | -0.070813 -0.070813 
4|0.563838 | 0612699 | -0.070813 -0.007888 
5|0.567170 |0.567102 | -4.24192e-05 | 6.45828e-05 
6|0.567143 |0.567102 | -4.24192e-05 | -5.28679e-07 
7|0.567143 |0.567102 | -4.24192e-05 | -3.94240e-12 





Ta thấy rằng, tốc độ hội tụ của phương pháp lai nhanh hơn phương 
pháp dây cung. Tuy nhiên, số bước thực hiện trọng phương pháp lai 
nhiều hơn phương pháp dây cung. Điều này nói lên rằng, nếu hàm /†x) rất 
phức tạp, chỉ phí tính toán cho ƒ[x) rất lớn, chúng ta nên dùng phương, 
pháp lai. Đôi với /fx) đơn giản thì phương pháp dây cung nên chọn do 
tính đơn giản trong giải thuật. 





* Nhận xét các phương pháp. 

Phương pháp chỉa đôi khoảng (bisection method) 

Không đòi hỏi hàm khả vi (không cần tính đạo hàm) 

Phải cho trước khoảng chứa nghiệm [a, b] với ƒ().ƒ(») <0 

Hội tụ tuyến tính đều (R-linear COHV€Tg€HC€). 

Phương pháp IYewton-Raphson 

Phương pháp Newton-Raphson hiệu quả nếu nghiệm ban đầu gần 
nghiệm chính xác. Phương pháp Newton sẽ bị phân kỳ khi nghiệm X,., 
xa so với nghiệm đề nghị và ƒ'(x,) =0. 

Phương pháp Newton-Raphson hội tụ nhanh hơn nhiều so với 
phương pháp chỉa đôi khoảng. 

Phương pháp Newton-Raphson đòi hỏi một công thức giải tích cho 
@)- 

Giải thuật đơn giản. 

Hội tụ toàn phương (guadratic convergence) 
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Phương pháp dây cung (secant method) 
Không đòi hỏi hàm khả vi (không cần tính đạo hàm). 
Phải cho trước 2 nghiệm ban đầu gần nghiệm chính xác. 


Hội tụ siêu tuyến tính (superlinear convergence). 


3.3. BÀI TẬP 


Bài 3.1. Giải phương trình phi tuyến: : 
#(9)=x~1.6=3.9cos(2x) =0 băng ba phương pháp sau: 


1. Chia đôi khoảng. xe(0,2), øl=10 

2. Phương pháp Newton. Nghiệm đề nghị ban đầu là: 
x? =1,1,føl=102 

3. Phương pháp dây cung. Nghiệm đề nghị ban đầu là: 
+! =0/7,x”) =1.5,tøl=10° 





4. So sánh sai số và tốc độ hội tụ ba phương pháp trên. 
y= x-1 6-3.3cos(2x) 
T T T 














25 ì 3s 4 
Hình 3.12: Đồ thị hàm ƒ(x) = x—1.6—3.9cosOx) 
Bài 3.2. Giải phương trình phi tuyến: 
ƒ(x)=+x”~4sin(x) =0 bằng ba phương pháp sau: 
1. Chia đôi khoảng. x e(I4),£ø!=10° 


2. Phương pháp Newton. Nghiệm đề nghị ban đầu 
+? =2.8, rol=102 
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3. Phương pháp dây cung. Nghiệm đề nghị ban đầu: 
xf? =1.5, x” =3.5, rol=109 


4. So sánh sai số và tốc độ hội tụ ba phương pháp trên. 

















Hình 3.13: Đỏ thị hàm ƒ(9)=x” =4sin(x) 
Bài 3.3. Giải phương trình phi tuyến: 
#Œœ)= 
. Chia đôi khoảng. xe(0.12). rø=10° 
2. Phương pháp Newton. Nghiệm đề nghị ban đầu 
x°!=01,tøl=10® 

3. Phương pháp dây cung. Nghiệm đề nghị ban đầu: 

x°!=01,x =17,øl=109 





4. So sánh sai số và tốc độ hội tụ ba phương pháp trên. 


xẺ “dn(In(x)/sg( Ì-t”) 
.......n 


005 - 


Ù 





6 01 02 03 04 05 06 07 
Hình 3.14: Đô thị hàm ƒ(x) = +” sin(nx)/xÏI— xÌ 
s2 


n(Inx)/v1— x` =0 bằng ba phương pháp sau: 
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Bài 3.4. Xác định chiều cao h của khối chất lỏng trong ống hình trụ có 
thể tích V được xác định như sau: 


V= Ễ sat (TƑP]-=sNBm=nt , 


r=lm,L=5m, V= 8m 





Biết: 
1. Dùng phương pháp Bisection. 

2. Dùng phương pháp Newton-Raphson. 
3. Dùng phương pháp dây cung (Secant) 
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Hình 3.15: Hình trụ bài 4.4 


Bài 3.5. Xác định tần số dao động riêng của dằm một đầu ngàm và một 
đầu tự do. Phương trình tần số cho bởi công thức sau: 


cos(ØL)cosh(đL)+1=0 


^ 


với: : chiều dài dầm, ø: tần số riêng, E!: độ cứng chống 





uốn, 2: khối lượng riêng của dằm. 

1. Dùng phương pháp Bisection. 

2. Dùng phương pháp Newton-Raphson. 

3. Dùng phương pháp dây cung (Secant) 
Bài 3.6. Cho một dầm chịu lực như hình vẽ. Dằm chịu tác dụng tải trọng 
phân bỗ đêu W. 


Tacó: y(x)= 





TT ty! S2” + 2x) 
EL 


Biết rằng: w = 60,000 N⁄m; L = 6 m; E = 200 GPa; 
1= 15E-06 kg - mỸ. 
s 
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Biết y(x) = 0.005 m. 

Tìm chuyển vị x của dầm trên bằng các phương pháp dưới đây: 
1. Dùng phương pháp Bisection. 

2. Dùng phương pháp Newton-Raphson. 

3. Dùng phương pháp dây cung (Secant) 





Hình 3.16: Dằm chịu tải 
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CHƯƠNG A4. R 
HỆ PHƯƠNG TRÌNH TUYEN TĨNH 
VÀ PHI TUYẾN 


4.1. TÔNG QUAN VẺ VÉC TƠ VÀ MA TRẬN 
4.1.1. Ma trận và véc tơ 


Ma trận là một mảng chữ nhật, trong đó các phần tử được sắp xếp 
thành hàng và cột như sau: 


__-- đụ 

đạy đạ; đạ, 
AeR”"">A-=|. xx. (4.1) 

đạp đựi ‹ ‹ 4, 


m đưa + đạm 
Biêu thức (4.1) mô tả một ma trận có hàng và ø cột. Trong đó, 
đ„ là các phần tử hay các hệ số của ma trận A và m,n là kích thước của 
A. 
Ma trận mà tất cả các phần tử bằng không gọi là ma trận không 
(zero matrix), hay: 
Á =0(£ero matrix) 


Va, =0, ¡=l,..m; j=l,....n 42 


„ Ma trận mà các phần tử trên đường chiếu bằng I, các phần tử còn 
lại bằng 0 gọi là ma trận đơn vị, hay: 
A =l (dentity matrix): m=n, a, =1, a, =0 i# j (4.3) 


Ma trận chéo hóa là ma trận chỉ có các phần tử trên đường chéo 
chính khác 0, ngoài ra các phần tử khác bằng 0: 





eo 0 sẻ 0 
t 0œ 0 

C =diag(e,.c› SỈ: cu (44) 
0 0 e 


ss 


'hlps:/ieulun heploerg 


Ma trận chuyển vị (transpose matrix) của ma trận Á„.„ là ma trận 


A 7.„.„ tạo ra bằng cách chuyển cột thành hàng và hàng thành cột, hay: 


đụ đại đại 
a;y đa; đa; 

AeR"” AT =[. .... . (4.5) 
đụ đạu - ‹ đạm 


Ta có tính chất: A” Rh(ArƑ =A; một ma trận vuông là đối 
xứng nếu: Á = A”, (4, =đ,,). 


Cho ma trận vuông không suy biến Á, ma trận A” là ma trận 
nghịch đảo của A, nếu: 





AA=l, AA'=l (46) 


Trường hợp ma trận Á chỉ có một hàng hoặc một cột, ta gọi là véc 
tơ. Véc tơ x 6 #”, việt theo cột: 














(47) 
› 
viết theo hàng: 
1... M) (4.8) 
2. Các phép toán ma trận 
a) Cộng và trừ ma trận 
Cộng trừ hai ma trận được mô tả bởi công thức sau: 
A,BeR””: 
au‡bn as+b; 
dạ bạ a„+b,; 49) 
A+B= l 
đại thạc dạ; ‡b„, đu, È ặy 


s6 


'hlps:/ietlun heploerg 


Điều kiện để cộng trừ hai ma trận là số hàng và số cột của A và B 
phải băng nhau. 


b) Nhân một số vô hướng với ma trận 


Nhân một số võ hướng với ma trận B được thực hiện bởi công 
thức sau: 


BeR”": 
ab, db, . . đb, 
ab, ab, . . đby, 
" Lô ` (4.10) 
œ<R:zB= Ề 
đbạ đbạ, . . ab„, 


e) Tích ma trận với véc tơ 


Cho ma trận Â„ và véc tơ X„„, điều kiện để A nhân với x là số 
cột của A phải bằng số hàng của x và được xác định như sau: 


Đặu =Á„„ Xi 
với b, =3 A,x,.i=l...m 
Hay 
AeR"",xeR': (4.11) 
Ai + A3; +... + A2, 


IuÃ„ 
Ai + Á¿‡x; +..... + Â„1„, 
b=Ax= 


Am + Á»¿4; +... + A1, 


Trong đó, b là véc tơ cột với m hàng. Tích ma trận với véc tơ được. 
sử dụng nhiêu trong biêu diễn hệ phương trình ở dạng ma trận và véc tơ. 
Ví dụ 4.1: 


Xét không gian RŸ. Giả sử y= ƒ() với: 





Xịy };= 





s7 


'hlps:/ietlun heploerg 


Có thể biểu diễn dưới dạng ma trận như sau: 
Ax=y: 


001 
010 
100 








Hình 4.1: Quay trục x 


Ví dụ 4.2: 


Phép quay trục x (véc tơ x) theo chiều ngược chiều kim đồng hồ 
một góc 0 có thể biểu diễn tích giữa ma trận A và véc tơ x như sau (Hình 


4.1): 
/6)=Ax [ng cm l] 
sinØ cosØ ||x; 


Ví dụ 4.3: 
Một hàm sóng biểu thị theo thời gian như Hình 4.2. Biết quan hệ 
giữa độ dốc ÿ,„ & = Ì.... Ý theo hàm sóng x tại thời điểm có T có dạng: 





x(&?)~w(=DP))= 








(k-1)T kT (k+l)T 


Hình 4.2: Hàm một biến y=exp(x) 
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Khi đó, mỗi quan hệ giữa y và x có thê biểu diễn ở dạng ma trận 
như sau: 





Vx(X+1)*Ấ(W+1)xi 
-1 10... 0 0]íx 





0 -1 1... 0 0lÌx; 





9 0 00... 10 
Xưa 0 00... 1 1 





d) Tích của hai ma trận 


Phép nhân của hai ma trận A và B là ma trận C được biều diễn như 
Sau: 


C=A.B (4.12) 


Trong đó, các phần tử của ma trận C được xác định theo: 


(4.13) 





Như vậy, điều kiện đê ma trận A nhân với ma trận B là số cột của 
ma trận A phải bằng với số dòng của ma trận B. Ma trận kết quả C có số 
hàng bằng số hàng của ma trận A và có số cột ăng số cột của B, hay: 

C¿„ =A„„„B, (4.14) 


ẽn = mm 





Một số tính chất của nhân hai ma trận: 
+(A.B).C = A.(B.C) 
+A,(B+C€) =A.B+A.C 
+(A +B).C = A.C + B.C 
+ Thông thường: A.B <B.A 
+ Trường hợp đặc biệt: AI =IA , A là ma trận vuông. 
+ (AB =BTAT 
Ví dụ 4.4: 
Cho sơ đồ khối và mối quan hệ như Hình 4.3: 
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z=B+x 




















Hình 4.3: Sơ đô khối 


Giả sử, 


6Í: Hạt do} 


Mối quan hệ y = A.B.x trong Hình 4.3 có thẻ tính như sau: 


“1 đ:Hz] 


Đối với y'= B.A.x, ta có: 


>2]; T} 


Ta thấy rằng y'zy nên AB z BA. 














e) Ma trận khối (bloek matrix) 


Cho các ma trận sau: 


22 023 
B= |C= 
1 3 3.47 (4.15) 
D=[l 0} E=[-lI 6 0] 
Ta có thể biêu diễn ma trận A như sau: 
22023 
A=|8 CÍLLÍti 3 s 4+1 4 
“Ìp gỊ” 3 (4.16) 
10-160 


trong đó, A gọi là ma trận khối còn B, C, D, E là các khối của ma 
trận A. 
Để tạo được ma trận khối A, kích thước các khối ma trận B, C, D, 


E phải tương thích. Chẳng hạn. B và D phải có cùng s 
phải cùng số hàng. Chúng ta cũng có thể thêm nhiều khối hàng và khối 


cột theo quy tắc trên. 
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Phép tính cộng và nhân ma trận khối được thực hiện như sau: 


A BỊ |Ã Bð| [A+Ã B+ỗ 
+Ì_À ~|= JêN ms (4.17) 
C€ DỊ | ð| |C+Ẽ D+B 


A BA B| |AA+BC AB+BD t4Ð 
C DỊC DỊ |CÃ+DC Cỗ+DŨ : 


4.1.3. Chuẩn ma trận và hạng ma trận 


và 


Những chuẩn được sử dụng rộng rãi trong toán học gồm: 


Chuẩn Frobenius (Erobenius norm):JA[=_|Š* Sa; 
t2 





Chuân tông cột (1 = norm): lA|, =max Šuj 
n 


Chuẩn tổng hàng (s ~ norm): |A|, = max Su, 


Hạng ma trận (matrix rank) của ma trận A là số cột độc lập tuyển 
tính của A. Kí hiệu là rank(A). 


4.2. GIẢI HỆ PHƯƠNG TRÌNH ĐẠI SÓ TUYẾN TÍNH 
4.2.1. Phương trình đại số tuyến tính 
Hệ có m phương trình và ø biến X,.x;...... X„ được viết: 


+ Dạng thông thường: 


đụ Xi +,yx; +...... +4, X„ =bị 











(4.19) 
đmXi + „sX; 
+ Dạng ma trận: 
Ax=b, AeR”",xeR',beR" (4.20) 
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đại dạy đụ, x ; 
A= , x= b= 
đạn đạy đ N by 


Đạ ĐH tị 
Hình 4.4: Nội suy đa thức 
Ví dụ 4.5: 
Nội suy đa thức p(f)=x,+x;f+Xxự”+...+x„#"} 
liệu Ít,.y,)(t;. 9; )-.... (t„. y, )) (Hình 444). 
Chúng ta có thể tìm giá trị của các hệ số X,,X;.....X„bởi giải hệ 
phương trình sau: 


qua n điểm dữ 





P()=3 +; + XjtẺ + 





P(;)=xị +x;fy + xi? + 





PÑ,)= X, +, + X2 + 
Viết dưới dạng ma trận T. 





L8 để gel 
Ï' đi + 2v li 
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4.2.2. Sự tồn tại và duy nhất hệ phương trình tuyến tính 
Cho hệ phương trình tuyến tính ghi ở dạng ma trận như sau: 
Ax=b, AeR””,xeR',beR” 


dị đị 4, Xị bị 

đụ y © - đạy ki 3 (421) 
A= x= b= 

đạn đụ; đạn X„ bạ 


Đặt A' là ma trận bổ sung thêm cột số hạng vào bên phải ma trận A: 


ị ay . . đụ bị 
đạc dạy. c đạy bị 
A= (4.22) 
đại đạ; đực bụ 
Nếu: 
rank (À) = rank (Ã) = r=n (4.23) 


thì hệ có nghiệm duy nhất. Khi đó, ma trận A tồn tại A'' và nghiệm 
của hệ là: x= Ab. 





Nếu: 
rank (A) = rank (Ã) =r <n (4.24) 
thì hệ có vô số nghiệm và phụ thuộc vào nở - r ẩn tự do. 
Nếu: 
rank(A) < rank (Ã) (425) 
thì hệ vô nghiệm. 
4.2.3. Phương pháp khử Gauss 


a) Trường hợp ma trận A của 





ma trận chéo hóa 
Giải thuật: 
Cho: A,b 
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Fori=l,....n 


x.=b,!A,, 
end 
Ví dụ 4.6: 
Cho hệ phương trình tuyến tính Ax = b với 
100 ¬I 
A=|0 3 0Ì b=| 6 
005 -15 


Sử dụng giải thuật trên, nghiệm của hệ là: 





x=-h 


b) Ma trận A là tam giác dưới hoặc tam giác trên 


Trường hợp tam giác dưới: 
Ax=Lx=b 
l0... 0 
tạ Lạ 0... 0 
4.26 
A=L= 6.46) 
lạ, Bạc, se đo 


Giải thuật cho Lx = b 


xi =bjJLị, 
fori=2,...n 
s=b, 
or j=l,....i—1 
s=.-Lux, 
end 
x.=8/L,, 
cnd 
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Trường hợp tam giác trên: 





Ax=Ux=b 
tục(Ủg cà s s ỦN 
ÚU sa . - . 
4.27 
A=U= 427) 
0 0000 0, 
Giải thuật cho Ux = b: 
x, =b,lU,, 
fori=n-l,.. 
s=b, 
for j=i+l.....n 
s=s-Ujx, 
end 
x,=s/U,, 
end 
Ví dụ 4.7: 
Cho: 
-2x+x,+2, = 9 
3x,—2x, = -—l 
4u, = 8 
-2 1 2 9 
A=|0 3 -2| b=|-l 
0 0 4 § 
Và 
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§ 
z2 

1 
x; =aI+2w,) =1 
x„.==E(0=x,~2„) 
zi==20—x—2% 





©) Phương pháp khử Gauss 


Cho Ax=b có nghiệm duy nhất. Khi đó, giải thuật của phương pháp 
khử Gauss như sau: 


Viết dạng: Ã=[A_ Đ] 


/ori=l,..u—1 





end 
Ví dụ 4.8: 
Cho hệ phương trình: Ax=b với: 

-3 2 -I -l 
A=|l6 -6 7| b=|-7 

3-4 4 ~6 
Giải: 

=3 2 =l | =l 

Viết dạng: Ã=[A b]=|6 -6 7 1 -7 


3 -4 4 1-6 


Bước Ï: cộng 2 lần hàng (1) với hàng (2) và cộng hàng (1) với hàng (4): 


~3. 2 -11 ~1 
Ãy=|0 -2 5 1-9 
0 <2 +3: [ ~7 
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Bước 2: trừ hàng (3) với hàng (2): 
=3 2 =†1 =1 

ạ | 0 -2 5 I-9 
0 0 -21 2 





Bước 3: giải bằng thay thế ngược: 
xạ=2, x2 





về mặt lý thuyết, phương pháp ( Gauss và LŨ là phương pháp giải 
trực tiếp (direct method), cần rất nhiều phép tính. Vì thể, các phương 
pháp này không phù hợp đê giải các hệ phương trình lớn. Đôi với hệ lớn, 
thông thường là giải xâp xi bằng các phương pháp lặp (được biết như 
phương pháp gián tiếp — indirect method) như: Jacobi, Gauss-Seidel 
method,... 


4.2.4. Phương pháp lặp Jacobi 

Đê giải bằng phương pháp lặp Jacobi, hệ phương trình A.x = b có 
nghiệm duy nhât và các hệ sô trên đường chéo chính của ma trận Á 
không bằng 0. 

Đầu tiên ta chọn một nghiệm ban đầu (thường chọn x'”= {0)). Khi 
đó vòng lặp Jacobi được thực hiện theo công thức sau: 


Ÿcat )+bi 











xÉ) „ J2, kzi (4.28) 
40-7 
Phương trình 4.28 có thể viết ở dạng sau: 
b— Na xít-1)— 5 a,at) 
" Sộ) JÉ0~ 5a) d3) 


3 


„k>l 


Ở dạng ma trận, phương trình A.x = b có thể được viết như sau: 
A.x=b©(D-L-U)x=b (4.30) 
Trong đó, 
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am 0. 0 0. 0 


0 a,„. 0 —đạ . 0 
A= lạ _Ì| 
00. a„] [Tđu mm - 
0 Tay . dụ 
0 0. -a, 
_ |=(D+L+U) 
0 0. 0 
Sắp xép lại phương trình (4.30, ta có: 
Dx=(L+U)šX+b 
Khi đó, ta có: 
x=bD''(L+U+b 
Với: 
lau 0. 0 
_| 0 Ma, . 0 
0 0. 1a, 


Cuối cùng ta có phương pháp lặp Jacobi như sau: 
xf'=Ðp'(L+U)x'”+b,k>1 
Giải thuật: 


(431) 


(4.32) 


(4.33) 


(4.34) 


(4.35) 


Cho nghiệm ban đầu, x'” và sai số dừng lặp TOL, số vòng lặp N. 


Tại vòng lặp k, tính giá trị x'' bởi (4.28) 
Tính norm(x'®- x'°”, 
Cập nhật nghiệm mới và tăng, k = k+l 


Ví dụ 4.9: 


XP) hoặc norm(f[x)), nếu nhỏ hơn TOL, dừng lặp 


Giải hệ phương trình bằng phép lặp Jacobi với sai số là 10e-6. 


§x,—2x,+lx, =3 
—2x, +10x; +2. 
xị+2x; +12x; 


=14Œ) 
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Giải: 
. Phương trình (4.28), có thể thao tác bằng tay bằng cách đưa hệ (*) 
về dạng lặp như sau: 


vụ _3* 2xf£) — uc) 


r § 
0 _ 4+2” )—2x£-0 
: 10 
v9 9X.” -9 
K" 12 


'el 


họn xf?= {0}, ta có giá trị xf” như sau: 

xp~3+26)~!) —o ayso 

x0) „ 14+ 2(0)~2(0) 
k 10 

x)=~2-0;-20) -0- 50) Loa 


=1475 








Có x?” ta tính x?: 

x#)= 3+2(I “- IC1027) _ 087214 
xố „ 14+ 2(0.3750)- 2(_—1.027) _ 14 
4g “E 
j8 9= an3- 2(I475)_ _o+s 


Tương tự, ta có giá trị của X 





t9 trong Bảng 4.1 sau: 


Bảng 4.1: Nghiệm lặp hệ bằng Jacobi 






































k=0 | k=l k=2 k=3 -ò- | k=ố k=7 
xI 0| 0.37500 | 081875 | 0.90807 |... | 0.96487 | 0.96980 
x2 0| 14000| 16250| 17667|...| 1145| 1.8188 
xả 0| -0/7500| -I.0146 | -1.0891 |... | -I.1293| -1.1328 
toi | NaN | 0.24368 | 0.06599 | 0.0209 |... | 0.00231 | 0.000794 











4.2.5. Phương pháp Gauss-Seidel 
Đối với phương pháp Jacobi, giá trị của x'“` đạt được trong vòng 
lặp thứ k không thay đổi cho đến vòng lặp k+1 được tính toán xong. Với 
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(E8) 


phương pháp Gauss-Seidel, ta sử dụng giá trị mới của xỈ 
(&+1) 


ngay khi nó 
được tính toán. Ví dụ, khi chúng ta tính toán x|°°”từ phương trình đầu 
tiên, giá trị của nó sẽ được sử dụng cho phương trình thứ hai để tính 
x9), Khi đó, vòng lặp Gauss-Seidel được mô tả bởi công thức sau: 





LI= — an, xi)~ Sa 


xj— 5# gai (4.36) 
dụ 
Ở dạng ma trận: 
(D-L)X*) =Ux#'+b (4.37) 
hay 
9 =(D-L)ˆUx')+b (4.38) 


“Thuật toán của phương pháp Gauss-Seidel tương tự như phương 
pháp Jacobi. 

Ví dụ 4.10: 

Giải hệ phương trình trong Ví dụ 4.9 bằng phương pháp Gauss-Seidel. 

Giải: 

Đưa hệ phương trình về dạng lặp bởi công thức 7.36 như sau: 


(0 _3+2410~ lệ U 
AI = + 











8 
vê) ~14+24)0~2 xi" 
10 
6) 2x) 
: 
Với nghiệm ban đầu x'””= {0}, ta có xf”: 
3 " 
TU  =— a0 1Õ) —0 37g 
_ 1+0) 2E) 
x)==?= —-0-) 20) _ _1ọz; 


T0 
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“Tại k = 2, ta có: 
v0 - 3+ 2ÁI-475)~ 11027) _ 
xÙ S<ẽ—=1—<<”2 


_ =0.87213 
x0= LÁLA08121)-2 1027) 7708 
x)= --0823-44 .7798) 11193 


Tương tự, ta có kết quả lặp của phương pháp Gaus-Seidel của Ví 
dụ 4.9 thê hiện ở Bảng 4.2. 


Bảng 4.2: Nghiệm lặp hệ bằng Gauss 




















k=0 | k=l k=2 k=3 k=4 k=§ 
xl 0 0.375 | 0.872135 | 0.959876 | 0.970538 | 0.971948 
+2 0 1475 | 1779844 | 1.815839 | 1.820634 | 1.821253 
. 0| -I0270§ | -I.11932 | -1.13263 | -1.13432 | -1.13454 
toi | NaN | 0.184055 | 0.024071 | 0.002876 | 0.000377 | 4.89e-05 





























Nếu ta đặt: 
C=(D-L-U) (4.39) 
thì điều kiện để phương pháp lặp Jacobi và Gaus-Seidel hội tụ là 
IC|<1. 
4.2.6. Phương pháp Conjugate gradient method (CGM) 


Chúng ta biết rằng, việc tìm nghiệm x* một hệ phương trình tuyến 
tính Ax =b đồng nghĩa với việc x* để cực tiêu (minimize) hàm toàn 
phương dạng: 


ƒ(S)=2x'Ax=x'b (4.40) 
Hay nói cách khác, việc giải phương trình tuyến tính Ax = b đồng 
nghĩa với việc tối ưu hóa phương trình (4.40). 


CGM được biết như một phương pháp tối ưu lặp (iterative 
optimization method) nằm trong họ của các phương pháp tìm đường (line 
search methods). Đối với những phương pháp này, quá trình lặp được 
cho bởi: 


(ke) (n6) 


xt°=x®U+ự P (441) 
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Các phương pháp tìm đường khác nhau về cách tính (chọn) giá trị 
của kích thước bướcơ'' và hướng tìm nghiệm p'. Đối với CGM, ơ“ 
được tính bởi công thức: 





“EeƒAp°) lời 


6) 


và p”” bởi: 
p9) =r"9 +B(0p(<0 (443) 
trong đó, r“' thặng dư, được xác định bởi: 
rt) =r°) — g0)Ap=0 (444) 
và ' là hệ số cải tiến: 


re Ƒ(reo 


g 9= th Ÿem) (445) 


4.2.7. Phương pháp Preconditioned CGM (PCGM) 


Phương pháp PCGM tương tự như phương pháp CGM nhưng có một 
thay đổi nhỏ, đó là hệ số cải tiến được điều chỉnh bởi một hệ số C. Thay vì 


tính “` như công thức (4.45), hệ số này trong PCGM được tính bởi: 


g9= h 4A6 
(“ "aYện ") 446) 

Trong đó: 
h® =cr® (4.47) 


Với PCGM, hướng tìm nghiệm p'“' được tính bởi: 
É =9 +pg0p#-U (4-48) 


Œ) 


Và kích thước bước ơ “'thu được từ: 





—ph"ƑAps°) 449) 


“Thuật toán của PCGM tương tự như CGM. chỉ có điều ta cần tính 
thêm hệ số chỉnh lý h“” trong bước 3, và bước 4 và 5 sử dụng công thức 
(4.46) và (4.48) thay vì công thức (4.45) và (4.43). 
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“Thuật toán của CGM và PCGM được trình bày trong Bảng sau: 
Bảng 4.3: Thuật toán CGM và PCGM 


CGM 
Giá trị ban đầu: 
x') =0,r!9) =b— Ax!9 


(0) 


p°=r°®°,T0L,N 





For k=l:NÑ 
œ— (c+»ÿ(ye® 
° Tp“»ƑAlp"") 
x0 =9) +g)p9) 


rt) =y40 — gt)Ạp 4D 

if r9 |<7ØL: Đừng 

gò-,É°É") 
(° "Ír+ ") 


() „B410 (4-0) 


p°'=r°'+Btp 


end 


Ví dụ 4.10: 


PCGM 
Giá trị ban đầu: 

x'?) =0 r9 =b— Ayt9) 

h9 =Cr'9,p) =h!9, TOL, N 
For k=l:N 


vi0- (r+»Ÿ(pe» 
(p*“"}'A(p^°") 
x9 =xt) +g00pt9) 


r8) =r€9 — g)Ap 4-0 
if |r*)[<7öL.: Đừng 
h?) =cr®) 


.- t°Yw°) 
(“°}h*°) 
p9) =h”) +t0pt°0 


end 


Giải hệ trong Ví dụ 4.8 bằng CGM 


Gi 
Viết lại hệ phương trình: 
§x,—2 


~2x, +lŨx; + 2x, 





+lx=3 








xị +2%*; +l12x; =—9 


Ta có: 


ĩ 
A=|-2 1— 2|b=j14 
1 ?œ <0) -9 


14) 


T3 
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PCGM được thê hiện ở Bảng 4.5. 
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Chọn x'” = {0}, sử dụng giải thuật trong Bảng 4.3, ta có: 


Với, k= 


at) = 


rủ 


g 


ÿ=°ƒAb°") 


(ke &ìn Œi 
x9) =x9 +g9p09 


bì _ rÕ 


r 


HS 
( 


Œ-U k-D 
(r«-»Ÿ(p&» 


*-D — „€ 
D _ g0), 


r«Ÿƒ (re) 


"5ƑEP”) 


p° =r°) +Bt9p*°) =Í48652 0.5240 —0/0320) 


=0.125 


p®=r=b~Ax®= 19 4Ƒ 
1: 


=Í03766 1.7577 —1.1299)” 


60 =46321 —0.5637 066737 


=0.077 


Có các giá trị mới x'",r'",p°°, ta tính tiếp cho k = 2, 3,... Kết quả 
của các vòng lặp được thể hiện ở Bảng 4.4. 


Bảng 4-4: Nghiệm lặp hệ bởi CGM 























k=0 | k=l k=2 k=3 k-4 k=5 
xLl 0| 0.37665| 0.97211 097216| 0.97216|  0.97216 
x2 0| 175768| 1.82182| 1482135| 18213| 1.82135 
xẻ 0| -I.12994 | -I.13385 | -1.13457| -1.13457 | -I.13457 
toi | NaN | 0.16761 | 3.661e-04 | 8.539e-17 | 8.539e-17 | 8.539e-17 


























Đối với PCGM, chúng ta cũng làm tương tự như CGM dựa trên 
giải thuật bên phải của Bảng 4.3. Kết quả các vòng lặp của phương pháp 





Bảng 4.5: Nghiệm lặp hệ bởi PCGM. 




















k=0 | k=l k=2 k=3 k=4 k=5 
XI 0| 04376646 | 0.972109 | 0972158 | 0.972158 | 0.972158 
x2 0| 1757682 | 1821818 | 1821346 | 1.821346 | 1821346 
xã 0| -I.12994 | -I.13385 | -1.13457| -1.13457 | -1.13457 
toi | NaN | 0.167608 | 0.000366 | 8.54e-17 | 8.54e-17 | §.54e-I7 
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Comergence rưie 







~~&— Iacobi method 

——®— Gauss-Seidel method. 
+~ CGM 
#~PCGM 





log(nom(r)) 


0 5 10 152 2 40 3 40 
keration No. 


Hình 4.5: Ý nghĩa hình học 


Tốc độ hội tụ của bốn phương pháp lặp cũng thể hiện ở Hình 4.5. 
Từ Hình 4.5, ta thấy rằng phương pháp CGM và PCGM có tốc độ hội dụ 
nhanh nhất, trong khi tốc độ hội tụ của phương pháp Jacobi là chậm nhất. 





4.3. HỆ PHƯƠNG TRÌNH PHI TUYẾN 


Cho phương hệ phương trình Ax = b, nếu A = A(x) hoặc  b= 
b(x) thì hệ phương trình là phi tuyến. 


Để giải hệ phương trình phi tuyến, chúng ta thường sử dụng 
phương pháp lặp (iteration method). 


Giải hệ phi tuyến bằng phương pháp Newton-Raphson 


Cho Av=b với A(,ø). Viết thặng dư: £ = Ax—b, lời giải nhận 
được khi: 








0 
0 
ƒ@= - bị l (4:50) 
7,0 0 
Gọi +“ là nghiệm đề nghị ở bước lập thứ ‡, ủm Ax'°để 
x99 x9 + A9 ¬ ƒ0"99) =0, 


Tã 
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T6 


Khải triển Taylor hàm ƒ, ta được: 


/@")= ZỆP)EAv® G9) x0(|Ae" ? 











với, 
% Ø% Øi ] 
ÔN ` ` 
Ø: Ø; 
ôn, Ea 
/'Œ)=J@)=| - 
E 
Ôn ÔN, ` ÔN 








(4.51) 


(4.52) 


Bỏ đi số hạng bậc cao của hàm ƒtrong chuỗi Taylor, ta được: 


/x*'")= /§)šJ@®9)Av9 


Nếu x**" là nghiệm của hệ, ta có: 


ƒ(*9)<0© J@9)Av9 =~ƒ@9) 
Khi đó, ta đạt được vòng lặp Newton-Raphson như sau: 


ø_ ýŒ) 











x90 2 y9 „ AyÐ - y6) — 
JaĐ) 

Giải thuật: 

1. Đềnghị nghiệm ban đầu x"”! 

2. Tại vòng lặp thứ k, tính giá trị hàm ff#). 


. Nếu | J#œ«“9| đủ bé thì dừng 


3 
4. Tỉnh giá trị jacobian J(v®) từ (4.52). 
3. Cập nhật nghiệm x'*"" từ (4.55) 
6, 


. Tăng k=k+I, trở về bước 2 


(4.53) 


(4.54) 


(4.55) 
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Sau; 


'Ví dụ 4.9: 


Sử dụng phương pháp Newton-Raphson giải hệ phi tuyến sau: 








T”?. ao nyy—2 
Xi +AyX, 
@G)= ` 
lâu xu +x,XƒT— ? 
x 3 
Xi +AyXG 
G 
Tính ma trận J(x): 
11 
ƒ@)=J@)=| 9 5 
W4 
No X 


0 0 
NA 
2x, 2y, 
3xx) 3u) 


Chọn nghiệm ban đầu x'”' với kết quả được thể hiện ở Bảng 4.1 






































Bảng 4.6: Kết quả sau mỗi vòng lặp 

k Xi *; si * | 

0 0.50000 0.50000 ~0.05000 0.20000 1.192561 
1 ~-17.4080 19.4080 ~7.38866 ~1.96533 6930.634 
2 1.09557 0.90442 ~7.51488 ~1.56986 4728255 
3 0.57850 1.42149 -6.37483 4.32334 60.60312 
4 0.71923 1.28076 -2.79848 2.19802 1138973 
$ 0.83023 1.16976 -1.35183 1.19216 2.528741 
6 0.92537 1.07462 -0.76479 0.74972 ().490092 
Ỹ 0.99374 1.0062S -0.59048 0.60483 055682 
§ 1.00120 0.99879 -0.57693 0.57862 0.001600. 
9 1.00000 0.99999 -0.57734 057735 1.87e-06 























TT 
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4.4. BÀI TẬP 
Bài 4.1. Cho mạch điện như Hình 4.6. 









































Rg j<— 
kÌ 5 
* 
——I 


Hình 4.6: Mạch điện 


Lò) 
XỊ |. 1m 


Sử dụng luật Kirchoff ta suy ra được hệ phương trình sau đây: 


1L -I -IJH} [0 
0Ñ R|1,‡=40 
R+R, KR 0J|D]} |E 


Biết: R, = 120; R; 





đây: 
1. Phương pháp khử Gauss. 
2. Phương pháp LU. 


200; R;= 150; R¿= 120; E = 120 V 
Tính cường độ dòng điện I qua mạch bằng các phương pháp sau 


Bài 4.2. Hệ khung nhà bón tầng, được mô phỏng như Hình 4.7. 


F=k(x,=x) 





Hình 4.7: Khung nhà 


T8 
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Áp dụng phương trình cân bằng lực ta có hệ sau: 


—Œ+k,) k, 0 01x] T0 
k; ~@;+k,) k 0jJx,| |0 
0 k —Œ&,+k„) k,Jx,| |0 
0 0 —k — k¿Jx/] |F 


Biết: kị = 150; k;= 50; k; = 7; ky= 225 (S£ ); F = 2000 kẹ. 
“Tìm chuyền vị x bằng: 
1. Phương pháp khử Gauss. 
2. Phương pháp LU. 
Bài 4.3. Giải các hệ phi tuyến sau: 
X ta j—2=0 
Kế +0.75x‡ =I 


xử +2x,T=l=0 





cos(xỶ) + 2sin(x,) =l 
SỈN(x,x;)—eos(2x)) = 2 
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CHƯƠNG 5: 
XỬ LÝ SÓ LIỆU THỰC NGHIỆM 


5.1. LUẬT TUYẾN TÍNH, HỎI QUY TUYẾN TÍNH 
Cho các cặp dữ liệu: (.y,) ¡=l2.....m tìm các hệ số ø, /Ø sao 
cho: 
ƒ(x)=#v+ (5.1) 
Mục tiêu là xác định ø, để thặng dư là nhỏ nhất, Thặng dư được 
định nghĩa: 


,=y,—ƒ(, 





~(œ, +) (5.2) 


_ŸN k ỌO 








+ 
12 34567 8x 

Hình 5.1: Ý nghĩa hình học 
Để xác định ø, /, ta sử dụng hai tiêu chuẩn cực tiều hóa thặng dư: 


min >1| (5.3) 


min 5z? (4) 


Trong tính toán thống kê và xác suất, thường ta chọn tiêu chuẩn thứ 
hai, khi đó: 





p=}r Xi (e+/)Ÿ (5.5) 


, Phương trình (5.5) chính là khoảng cách từ điểm dữ liệu đến đường 
xâp xỉ (Hình 5.I). 


§0 


'hlps:/ieulun heploerg 


Để (5.5) đạt cực tiêu, ta cần tìm ø, ø. Điều này tương đương với 


việc giải hệ phương trình: 





8p _ọ 





Hay 
(œx,+/)]=0 


3Ÿ, -(œ +Z=0 





Sắp xếp lại (5.7): 
l$: kl$» J = Say, 
mỊ ¬ HE 
($»)z-ms=Š› 
=Ị mm 
Giải phương trình (5.8) ta tìm được ø, Ø: 
œ= 26.5, —m8, 
ø=16,s,=s„5, 


d=§} mồ „ 


Với: 








(5.6) 


(57) 


(5.8) 


(5.9) 


(5.10) 


lặt segment theo thời gian cho bảng dữ liệu sau: với m= 6: 





x 01 04 0.5 0.6 


0.7 


0.9 























y 061 | 0.92 | 099 | 1.52 


1.67 








2.03 





§I 
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Sử dụng luật tuyến tính, tính đường xắp xi từ bảng dữ liệu trên. 
Giải: 
Sử dụng phương trình (S.10), ta có: 


§S„= 3 xx=208 6, ¬x =3.2 


y, =7.74 


\⁄2: 


§„ =3 ,xy,=4832 §,= 
¬ 


Sử dụng phương trình (5.9), ta tìm ø, Ø: 
d=§?-mS,„=-2.24 


=1 (S,s, — mỹ, )= 1.8857 
a 





8= (S5, ~8,,5,)= 0.2843 


'Vậy, phương trình tuyến tính cần tìm mô tả mi quan hệ giữa x và 
ylà: 





y= 1.88574+0.2843 


5.2. LUẬT ĐA THỨC BẬC CAO, HỘI QUY ĐA THỨC BẬC CAO. 
Phương trình đa thức bậc cao có dạng (Hình 5.2): 
ƒ()=đ,+aix+....+a,x” (5.11) 
“Thặng dư của việc xấp xỉ: 
ƒŒ,).. i=l2....m (5.12) 





Tìm đ,,đ,....đ, để = Ð`r đạt cực tiểu. Điều này tương 
đương với: 
ôp 


~ =0, j=01,...N 
E" j (5.13) 


J 


Hay: 


šl‡» a k=01...NM (5.14) 


mm 





s2 
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Viết dưới dạng ma trận: 


mà 5x, Xx) ... Xxẻ (s ở, 
sx ẤWỹ Sỹ .. Eehlal |š», 


“Ì ‹ (5.15) 





Hình 5.2: Ý nghĩa hình học 
Ví dụ 5.2: 


Dựa vào bảng dữ liệu của ví dụ 1. Xây dựng phương trình hồi quy 
bậc hai. 


Giải: 
Phương trình hồi quy bậc hai có dạng: 
ƒ()=@,+aix+ du" 


Với: 





Sử dụng phương trình (S.1S), ta có: 


mẤ $ 





X3; 





+ |~|Ÿ 
` 





=I 
s3 
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“Tính các phần từ trong ma trận A và b: 
A(,D=m=6 





=2.08 


* =1.478 


=2.08 





6 
AQ,2)= 3)xÌ.=I.478 
DỊ 


6 


A(33)= Ð3 








m 





6 3.2 2.08 lía, 7.74 
32 2/08 1478| a, |=| 4.832 
208 1478 1.114J(a; 3.4106, 
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Giải phương trình trên (sử dụng LU hoặc Gauss). ta có: 
qọ= 0.485; ai = 0.7845; aa= 1.1152 

Vậy, phương trình hồi quy có dạng: 

Y=0.485 + 0.7845x + 1.1152x? 


5.3. LUẬT PHI TUYẾN 
Các hàm hồi quy phi tuyến thường dùng: 






































































































































Hình 5.3: Luật hàm phi tuyển 


(5.16) 


§§ 


'hlps:/ieulun heploerg 


Để Xác “định lại hệ số của các phương trình (5.16), ta thường lấy 


logarit 2 về để đưa về dạng tuyến tính (Hình 5.3): 
ri Iny=lne,+e;x (a) 
—gsz—„ Ìn y=Ïne, +c;Ïnx (b) 
In(y/x)=lne +lneạx (c) 





Đặt lại các biển, ta thu được dạng tuyến tính như sau: 

(a):v=ax+bp;  Y=lny;b=lnc:a=e; 
(b):y=aw+b với y=Ïny; 
(€):y=ax+b y=ln(y/x);b =lne;a 


Ví dụ 5.3: 





=lne; 





=lInxa=œ; 





€ 


(5.17) 


(5.18) 


Sử dụng số liệu ở Ví dụ 5.1, xây dựng phương trình hồi quy dạng 


lũy thừa: 





Giải: 
Lấy logarit và đặt lại 
Phương trình sau khi biên đôi có dạng: 





=aw+b Với v=In 


Theo ví dụ 5.1, bảng dữ li: 





V: =Ine, =lnxy2 = 








sau khi lấy logarit: 


n như phương trình (5.17) và (5.8). 





w|-2.3026 |-0.9163 |-0.693I |-0.5108 |-0.3567 | -0.1054 





-0.4943 |-0.0834 |-0.0101 |0.4187 (0.5128 























0.7080 








Sử dụng cách tính phương trình hồi quy tuyến tính, ta có: 


Suu= Ÿu =7.0212 


m 
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d= §} ~ mŠ,„ = -18.2650 


a=c;= Z 548, ~—mS,„) =0.5277 


b= 205, ~8,„$,)= 0.6049 





18311 
Phương trình hồi quy cần tìm là: 
v=18311x°7 


cị=e 


5.4. LUẬT TỎ HỢP CÁC HÀM 


Trường hợp tổng quát, các hàm số hồi quy đường không phải là một 
dạng hàm đơn, mà tô hợp của các hàm. Gọi f(x) là tô hợp các hàm, ta có: 


ƒ(x)=e,f(*)+e;f2(x)+....+€„ƒ,(x) (5.19) 
Hay 
ƒ@)=3)e,f,() (5.20) 
HỊ 
ở đây, /(x).f,(x).... „(x) là các hàm cơ sở với các hệ số là 
œ, i=l2.,n, 





Chú ý rằng /(x) là tổ hợp tuyển tính bắt kỳ hàm tuyến tính hay phi 
°sinx,e", xe"",eos(In5x) 





tuyến nào. Chẳng hạn Ì,x. 











Thặng dư của hàm tô hợp: 
=y,~ƒ(@) 
(5.21) 
min|r|° —> e, 
ở dạng ma trận: 
2=Ìlÿ.. r=y=Ac (522) 


Ví dụ 5.4: 
Cho z điểm dữ liệu (x, Y,). xây dựng phương trình hồi quy dạng 
tổ hợp của 3 hàm cơ sở (+). /›(3). &(3). 
§7 
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§8 


Giải: 


Từ phương trình (5.19) hoặc (5.20), ta có: 


y=ƒ(x)=e,fi()+e;ƒf;(%)+e;f(x) 
Với m điểm dữ liệu: 

vị =@fi(X)+€;/;Œ)+e€;fŒ) 

y; =eifi(;)+Ẳ€;/(X;)+c:f(x;) 


\„ =Gf06„)+€;f2Œ„)+e;f Œ„) 
Viết dưới dạng ma trận: 

Jứ" (x) (4) 
Œ) 00) 00) 





A'= 
f@,) #G„) fŒ„) 
mị 
Y % 

y= c=| c; |. 

_ 

M 

“Thặng dư của hàm tô hợp: 


2=|IlŠ =(y=AeŸ ~Ae) 
=yfy~(Ae)“y—y(Ae)+e'A”Ae 
=yTy-2yTAc+eTATAe 

Cực tiểu hóa /øØ ta xác định được hệ số c: 

P —_2ATy +2ATAc =0 

ếc 


=(ATA)e=A”b 
=c=(ATA)ATb 
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Ví dụ 5.4: 


Dựa trên số liệu của Ví dụ 5.I, xây dựng phương trình hồi quy 


dạng tô hợp: 





Sử dụng trình tự như Ví dụ Š.3 cho 2 hàm cơ sở, ta được các ma 


Giải: 
trận sau: 
10 01 0.61 
25. 04 0.92 
.| ? 95 g.|0% 
_|16667 06 _|J1.52 
14286 0.7 1.67 
1.1111 09 2.03 
“Từ ma trận A và b, ma trận hệ số e được xác định bởi: 
0.0365 
=(A7A)*ATb= 
§ =VhuÊU 22171 


Phương trình cần tìm là: 





Ví dụ 5.5: 


=(5) 








Cho bảng dữ liệu mỗi quan hệ giữa ø và ø„„ như sau: 

ỉ “ mat 

| 10 0.098158 
2 15 0.075798 
3 18 0.066604 
4 20 0.049851 
5 3.0 0.046624 
6 3.5 0.041890 
7 45 0.034597 

















s9 
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Xây dựng hàm nội duy theo dạng: 
1. Luật Parabola: cạX” +€;X+€; 
2.. Luật tổ hợp tuyến tính: = +e;x 
Giải: 

1. Luật Parabola: cx? +c;x+Œ;: 


Sử dụng bảng dữ liệu, xây dựng các ma trận Á và b: 


1 I1 1 0.098158| 

225 15 1 0.07579. 

324 18& 2 0.06660: 

A=l 4 2 1| b=40.049851 
9 3 1 0.04662: 

1225 3.5 1 0.04189( 
2025 45 1 0.03460 


Sử dụng phương trình €=(AA) 'A”b, ta thu được phương trình 
hồi quy: 
Ø¿„.=0.00677xÊ —0.0532y+0.1404e, 


2. Luật tổ hợp: "+ c,x 
x 


Ma trận A và b của luật tổ hợp như sau: 
1.0000. 1.0 0.09815 
0.6607 1.5 0.07579 
0.5556 1.8 0.06660: 

A=| 0.5000 2.0|b=40.049851 
043333 30 0.04662 
0.2857 3.5 0.04189 
0.2220 4.5 0.03460( 
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Tương tự trường hợp I, hệ số c của luật tô hợp được xác định: 
0.098401 

c=(ATA)'ATb= 
0.003555) 

Phương trình hồi quy tổ hợp có dạng: 


= 01, 0.0035S%v 
x 


Đồ thị của hai dạng hàm hỗi quy được thê hiện ở Hình 5.4: 
0.11 


Ô ® Dulie 
01 —rerntt Parabola 


` ——'oiop 


0.09 





alpha 


Hình 5.4: Hàm hỏi quy 


5.5. CHÍ SÓ HIỆU DỤNG 
Để đánh giá được phương pháp nội suy nào tốt nhất, người ta sử 
dụng thuật ngữ chỉ số hiệu dụng. Ta có công thức: 


r=1-3r`= -Èb ~(øx, +/Ø)Ÿ (5.23) 





với 3 rˆ = Š°[y, —(œx, + Ø)Ÿ là thăng dư của phép hồi quy. 


m 


Giá trị r càng tiến về gần I thì phương pháp hồi quy (phương pháp 
xấp xỉ) đã chọn càng đáng tin cậy. 
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5.6. BÀI TẬP 


Bài 5.1: Cho bộ dữ liệu thực nghiệm quan hệ giữa lưu lượng và chiều 


cao cột áp của bơm. 





q(m?⁄4) 


10” 


8.10 


1410 











h(m) 


115 





110 





925 








1/ Xác định các hệ số theo các luật sau: 


a) Dùng luật tuyến tỉnh y = ax+b 


b) Dùng luật bậc hai ÿ =đx” +bx+€ 


` ât hà P jbx 
c) Dùng luật hàm mũ ÿ = để 


d) Dùng luật lũy thừa ÿ=1” 


e) Dùng luật tô hợp y = Ÿ +»x 
x 


2/ Tỉnh chỉ số hiệu dụng tương ứng với các luật trên. 


Bài 5.2: Dữ liệu thực nghiệm đo độ mài mòn của cặp ma sát theo vị trí 


trục: 


a) Dùng luật tuyến tính y= ax+b 





259498 





251752 


tk 





248049 


“ 





244454 





240962 





237568 





234269 





231060 





227931 


©Š|z|¬lalol+ 








224898 











b) Dùng luật bậc hai ÿ = @Ÿ” +bZ+€ 


92 


'Rlpe/fieulun hoploerg 


c) Dùng luật hàm mũ y = đe” 
d) Dùng luật lũy thừa y = đ+” 
e) Dùng luật tổ hợp y = Š +bx 
x 
f) Tính chỉ số hiệu dụng tương ứng với các luật trên 
Bài 5.3: Cho bảng dữ liệu: 


x 0.1 0.4 0.5 0.7 0.7 0.9 
y 0.61 0.92 0.99 1.52 1.47 2.03 



































Xác định các hệ số theo các luật sau: 


a) Dùng luật tuyến tính: y=ax+b 








b) Dùng luật bậc hai: y= axÌ+bx+e 

) Dùng luật hàm mũ: y = đe” 

đ) Dùng luật lũy thừa: y=ax” 

e) Dùng luật tổ hợp: y=+bx+esin(x)+ đexp(x) 


Ð)_ Tính chỉ số hiệu dụng tương ứng với các luật trên. 


Lˆ) 
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CHƯƠNG 6: - 
TÍCH PHÂN SÓ 


6.1. LUẬT HÌNH CHỮ NHẬT, LUẬT HÌNH THANG 


Trong thực tế, thường gặp những tích phân rất khó, thậm chí không 
thể giải bằng phương pháp giải tích. Khi đó, chúng ta dùng những 
phương pháp tích phân số để thực hiện. Tích phân số nghĩa là ta đánh giá 
số một tích phân: 


h 
1=[f(x)dx (6.1) 


Ý tưởng chính của tích phân số là rời rạc tích phân của hàm bằng tô 
hợp các đa thức xấp xỉ. Một số luật phô biên được sử dụng: luật hình chữ 
nhật (Rectangular Rule), luật hình thang (Trapezoidal Rule), luật 
§impson 1/3, và luật Guass toàn phương. 








1-Èï 
dxp XI xịP * 


Hình 6.1: Ý nghĩa hình học 


Luật hình chữ nhật, đây là công thức đơn giản nhất, khi ta chia 
miễn tích phân [a, b] thành những miền nhỏ bằng nhau: 


b-a 
h=—— 6.2 
N (6.2) 
“Trong mỗi miền nhỏ. ta xắp xỉ hàm ƒ thành hàm hằng ƒ(x7') với giá 
trị của ƒ đạt được từ giá trị x/ tại điểm giữa mỗi đoạn (Hình 6.1). Khi đó, 
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tích phân số theo luật chữ nhật của hàm f{x) được mô tả bởi công thức 
Sau: 


R 
1=[7G)4x*l[ƒGƑ)+ ƒGŸ)+--:+ /G#)] (63) 


E, 





Hình 6.2: Luật hình thang 
Đối với luật hình thang (Hình 6.2), theo công thức nội suy tuyển 


tính, ta có: 


[7x=30G)*/00) (6.4) 


Từ công thức nội suy (6.1). tích phân của hàm đã cho có thể đạt 
bởi: 








®;)+2ƒ(x)+2ƒ,)+..... 
h( fŒ)+*2ƒ(x)+2ƒ(x; E (65) 
+2ƒŒ,¡)+ƒŒx„) 
Với 
h=È—Ê, „=a+ih, xa, x,=b (6.6) 
Từ (5.3), phương trình (5.2) có thê viết lại như sau: 
h 
Tuy, =2 +2/,+2ƒ,+....+2/,¡ + ƒy)+ E (6.7) 
Lj 
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,Đề đánh giá sai số của tích phân số này, ta dùng khai triển Taylor. 
Sai số của phương pháp này có thê đánh giá băng công thức sau: 


„_ 1-a} . 
Fx~ 37G. 


Xi £ Xu 
2 








(6.8) 


Ví dụ 6.1: 

Sử dụng luật hình thang tính tích phân của vật thể tròn xoay như 
Hình 6.2 với biên dạng được tạo bởi phương trình y=1+(x/2} với 
chiều dài trục được gới hạng bởi: 0< x<2: 





Hình 6.3: Vật thể tròn xoay 
Giải: 
Từ thông tin đã cho, thể tích của vật thể được xác định theo công 
thức: 

S=[ƒ@&=Í[z +(3] & 

|se=~k-§ 
Với số khoảng chia N 
N=2, h=2/2=l 


=2, ta có: 











2(0+2/0+7@)] 
~0.5.z[I+2.(1.5625) + 4]=12.7627 

Trường hợp N =4: 

NWw=4.h=2!4=0.5 


S ~S`[#(0+2./(05)+2./0)+ 2.ƒ(.5)+ ƒ(2)]~11.9895 
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Giá trị tích phân, sai số với các giá trị N lớn hơn được thẻ hiên trên 
bảng sau: 








w h Sụ E, 

3 1. 12.7627 -1.0341 
4 0.5 11.9895 -0.2609 
8 0.25 11.7940 ~0.0654 
16 0.125 117449 -0.016.3 
32 0.0625 11.7326 ~0.0040 
64 0.03125 11.7296 ~0.0010 




















6.2. LUẬT SIMPSON 1/3 THEO LUẬT NỘI SUY ĐA THỨC BẠC HAI 


Công thức tính tích phân số với luật Simpson 1⁄3 theo luật nội suy 
đa thức bậc hai được mô tả theo công thức sau: 





S=/@i+=[/()+4/0)+ /00]}+ E (6.9) 
Với: 
Xy =4, xy =b, h= (6.10) 
Từ (5.7), phương trình (5.6) có thể viết lại: 
$=/a0= 5[⁄, +4, +#]+E (6.11) 


Gọi A là số khoảng chia, tích phân số theo luật Simpson 1/3 có thể 
mô tả như sau: 


ự¬I 
: #(a)+43ƒ(a+¡h) 
hã = 





S “2| v. — +E (6.12) 
+23 `ƒ(a+ih)+ ƒ(b) 
Hay 
ƒ0/)+4/0)+2/0,)+4/0)3) 2 T 
#& +4ƒŒ„¡)+ 0) 
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Sai số của luật Simpson 1⁄3 có thể xác định dựa trên khai triển 
'Taylor như sau: 


Xi +, 
.ử rể -* GU/NX=“ELTTPh (614) 

Ví dụ 6.2: 

“Tính tích phân theo luật Simpson 1/3 cho vật thê ở Ví dụ 6.1. 

Giải: 

Với N= 2: 


N=2, h=2!2=l 

$ *3/(0)+4/00+ 7(]==zll + 4.(1.25°) + 4]= 11.7809 
Với N=4: 

N=4,h=2/4=05 


0.5 ƒ(0)+4./(0.5)+2.ƒ/0) 
~=— =11731 
+4./(1.5)+ ƒ(2) 


Với các giá trị W khác: 























N h kì Eị, 

2 1 11.7809 -0.0523 
4 0.5 11.7318 -0.0032 
8 0.25 11.7288 -0.0002 
16 0.125 11.7286 -0.0000 
32 0.0625 11.7286 -0.0000 
64 0.03125 11.7286 -0.0000 





6.3. LUẬT GAUSS TOÀN PHƯƠNG 
6.3.1. Tích phân Gauss một chiều 

Trong công thức tích phân Gauss. người ta giả sử rằng tích phân 
của một hàm ƒfx) được lây trên khoảng —1< x<1. Thật vậy, bằng cách 
đặt: 

_a+b b~a 
+—— 

2 2 





1 (6.15) 
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Khi đó, 








R 
Jros-| | °+" = rịa (6.16) 


Ý tưởng chính của các công thức tích phân số lả người ta thay thể 
hàm dưới dấu tích phân bằng các hàm xắp xi nội suy. Thật vậy, ở đây 
Gauss biểu diễn tích phân dưới dạng: 





|,/(x)dx =w, ƒ(x,)+wyƒ(x;) + £M,ƒ(X,) — (6.17) 





Trong đó, ø điểm x,, x;, ... gọi là các điểm Gauss, các hệ số tương, 
ứng w, W2, ... gọi là các trọng ó. Vị trí của các điểm Gauss và các trọng 
số tương ứng được xác định bằng cách yêu cầu biểu thức tích phân trên 
cho giá trị chính xác đối với các số hạng hằng số, bậc một, bậc hai,.. 
trong đa thức nội suy. 








a) Tích phân Gauss toàn phương một điểm 
Công thức tích phân Gauss một điểm được viết dưới dạng: 
=ÏJ/@04xzw,fG) (6.18) 


Hai ấn chưa biết wạ và xị được xác định bằng cách áp đặt công. 
thức tích phân trên cho giá trị chính xác đối với hai số hạng đầu trong 
một đa thức. 








+ Số hạng hằng số: 
ƒ@) Lử dy=2 = w= (6.19) 
+ Số hạng tuyến tính: 
ƒ@)=x: [jxdv=0 = tụy =0 (6.20) 





Từ (6.17) và (6.18), ta tìm được w; = 2, và x; = 0. Vì vậy, công 
thức tích phân Gauss một điềm sẽ là: 


1=[,70)4k2ƒ(0) (621) 


Hai phương trình (6.17) và (6.18). ta thầy rằng công thức Gauss 
một điểm sẽ cho giá trị chính xác đối với hàm bậc nhất, tắt cả các trường. 
hợp khác sẽ cho giá trị xắp xỉ. 
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b) Tích phân Gauss toàn phương hai điểm 


Công thức tích phân Gauss hai điểm được viết dưới dạng: 


đề Ỉ ƒ@)dx>w,ƒ(,)+w,ƒ(x;) (6.22) 





Bốn ẩn chưa biết w\, xị và w2, x; được xác định bằng cách áp đặt 
công thức tích phân trên cho giá trị chính xác đối với bốn số hạng đầu 
trong một đa thức. 





+ Số hạng hằng số: 
ƒ00=1; [jIdt=2 = Mị +, =2 (6.23) 
+ Số hạng tuyến tính: 
(x)=x; Ï+ dy=0 © Mụxi +;x; =0 (6.24) 


+ Số hạng bậc hai: 
ƒ@)=3): [ +) đ=2/3 = tuệ +yxj=2/3- (628) 


+ Số hạng bậc ba: 


#œ) =0 (6.26) 








h 
Í* dy=Ú = MWyX +M;x 


Giải hệ bến phương trình (6.23-6.26), ta nhận được: 


1 -[,ze+~/|-]*() (627) 


Từ (6.23) - đến (6.26), ta thấy rằng công thức Gauss hai điểm sẽ 
cho giá trị chính xác đối với hàm ba, tất cả các trường hợp khác sẽ cho 
giá trị xấp xi. 


e) Tích phân Gauss toàn phương ba điểm 





Công thức tích phân Gauss ba điểm được viết dưới dạng: 
1 =Ƒ, ƒ()dxsm,ƒ(x,) + ƒ@;)3 8y ƒ(y) (6.28) 


Với tích phân Gauss ba điểm ta có 6 ân chưa biết wị, xị, W2, X3, W3, 
xa được xác định từ 6 phương trình: 





ƒ0)=1; [ 1dế=2 = Mị+w, +, =2 (6.29) 
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dị=0 2w 





¡ ÊNWGX; +Xy =Ú 





⁄œ) dy=2/3 = wx)+w,x) +wyx) =2/3 
ƒ@&)=x*`; f* dv=0 = MyX) +M¿x) +wyx) =0 





#Œ&)=x*Ÿ; 
(0= 





xhdv=2/5 => mịxi +1) + yx) =2/5 





h 
IS dv=0 = w;x)+w2x) +wyx) =0 


Giải hệ phương trình (6.29), ta nhận được: 


(6.30) 





Như vậy, công thức tích phân Gauss ba điểm là: 


h 5 3),8 s(ÍA 
l IEH 1100) (6.31) 


Phương trình (6.29) cũng cho ta thấy rằng công thức Gauss ba điểm sẽ 
cho giá trị chính xác đối với hàm bậc 5, tất cả các trường hợp khác sẽ cho 
giá trị xấp xỉ. Tổng quát, tích phân ø điêm cho giá trị chính xác đối với các 
hàm bậc <2 —I và cho giá trị xâp xỉ với các hàm bậc cao hơn > 2ø —1. 





đ) Bảng tích phân Gauss toàn phương một chiều 


Bằng cách tương tự như đã thực hiện đối với các trường hợp I, 2, 3 
điểm Gauss, người ta có thẻ xác định vị trí các điểm Gauss và trọng số 


tương ứng của tích phân với số điểm Gauss bắt kỳ. Bảng theo sau là một 
số kết quả đối với vài số điểm: 


Bảng 6.1: Vị trí và trọng số tích phân aSS mỘt chiều 




















Số điểm Vị trí: x, Trọng số: W, Bậc 
1 0 2.00000000000000 | 1 
-0.577350269189626 | -1.0000000000000 
2 3 
0.57350269189626 1.0000000000000 
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Số điểm Vị trí: X, Trọng số: W, Bậc 
-0.774596669241483 |  -0.555555555555556, 

3 0 0.88888888888889 | 5 
0.74596669241483 | 0.55555555555556, 
~0.861136311594053 -0.347854845137454. 
-0.339981043584856 |  -0.652145154862546 

4 T 
0.39981043584856 |  0.652145154862546 
0.861136311594053 | 0.34785484137454 
~0.906179845938664 ~0.236926885056189. 
-0.538469310105683 | -0.478628670499366, 

$ 0 0.56888888888889 | 9 
0.538469310105683 | 0478628670499366 





0.906179845938664 


0.236926885056189. 








-0.932469514203152 


~0.171324492379170. 





~0.661209386466264 


~0.360761573048139. 





~0.2386 19186083197 


-0.467913934572691 





























6 1 
0.238619186083197 0.467913934572691 
0.661209386466264 0.36076157304139. 
0.932469514203152 0.171324492379170 

Ví dụ 6.3: 


Sử dụng công thức tích phân Gauss, tính giá trị tích phân sau với 2, 
3, 4 điêm Gauss: 


h 
1 (02+ 25x 200x? +675xÌ ~900x° +400x)dv 


Giải: 


Ta có: 


(+) =400x”—900xỶ +675x` —200x” + 25x + 0.2 


'Rlpe/fieulun hoploerg 


Với 2 điểm Gauss: 




















¡ " Jix) Mỹ Mụf[x) 

Ỹ -0.57735 - 336.464 Ti - 336.464 

2 0.57735 3.53091 LỘ 3.53091 
1>-332.933 








Với 3 điểm Gauss: 

































































LÌ X ftu) kũ w,f[x) 
1 | -0774597| -888418| 0555556 |  -493.566 
2 ø 02|  0.888889| 0177778 
kj 0774597 0.818488 0.555556 0.454716 
1=-492.933 
Với 4 điểm Gauss: 
ỉ % T tu) Mỹ 1 /[X/) 
LÌ -0.861136 -1285.01 0.347855 - 446.998 
2 - 9981 -71.784 0.652145 - 46.8136 
3 0.3399§1 1.90044 0.652145 1.23936 
4 0.861136 - 103804 0.347855 -0.361088 
1>-492.933 











Kết quả trên cho ta thấy rằng: vì đa thức tính tích phân có bậc năm 
nên khi áp dụng công thức tích phân Gauss với 3 điểm ta sẽ nhận được 
giá trị chính xác, giá trị tích phân vẫn là giá trị chính xác khi tính với bất 
kỳ số điểm Gauss lớn hơn 3. 


6.3.2. Tích phân Gauss hai chiều 


Công thức Gauss cho tích phân một chiều có thể mở rộng dễ dàng 
đối với trường hợp hai chiều, với điều kiện miễn lấy tích phân là một 
miền vuông có cạnh 2 đơn gốc tọa độ đặt tại tâm miễn như Hình 4.2. 
Lúc đó chúng ta khảo sát trên tích phân sau: 





1=[ [ ƒGy)dyáy (6.32) 


Xét dãy tô đen theo phương đứng như hình 5.5, với mỗi x bắt kỳ 
cho trước, tích phân theo phương, y có thể tính được bằng cách sử dụng 
công thức Gauss một chiều n điêm. Tương tự, sử dụng công thức Gauss 
với m điểm theo phương x. Cuối cùng, tích phân trên có thê viết lại như 
sau: 
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1*[ (S),v, 0G») 


203) 





«1Ð 


Mạn, /G,.y,)= 3 a0, /G,-y,) 


đủ) 














le) 


đủ) 


(6.33) 


Hình 6.4: Miền tích phân hai chiều 


Việc tìm tọa độ và trọng số tương ứng của các điểm Gauss cũng 
tương tự như đối với trường hợp một chiều, bảng sau cho ta giá trị của 
một vài trường hợp cụ thẻ: 


Bảng 6.2: Vị trí và trọng số tích phần Gauss hai chiêu 



























































Mụ xu 
+ , l 

1xi| 1 0 0 .0000000000000. 
1 |- 0.57735026918963 | - 0.57735026918963 | _ 1.000000000000. 

l2xa| 2 |- 0.57735026918963 | 0.57735026918963 | 1.000000000000. 
3 | 0.57735026918963 |- 0.57735026918963 | 1.000000000000 
4 | 0.57735026918963 | 0.57735026918963 | 1.000000000000 
1 |- 0.77459666924148 |- 0.77459666924148 | 0.30864197530864. 
2 |- 0.77459666924148 L 0.49382716049383 
3 |- 0.77459666924148 | 0.77459666924148 | 0.30864197530864 

3x3| 4 0 ~ 0.77459666924148, 0.49382716049383 
5 U 0 0.7901234567901 
6 0 0.77459666924148 ( 0.49382716049383 
7 | 0.77459666924148 | - 0.77459666924148. 0.30864197530864 
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0.77459666924148 


0 


0.49382716049383 





» 


0.77459666924148 | 0.77459666924148 ¡ 0.30864197530864 








- 0.86113631159405 | - 0.86113631159405 





~ 0.86113631159405 | - 0.33998104358486 





~ 0.86113631159405 | 0.33998104358486. 





~ 0.86113631159405 | 0.86113631159405 





2100299328560 





~ 0.33998104358486 | - 0.86113631159405 





2685185185185 





~ 0.33998104358486 | - 0.33998104358486 | 0.42529330301069 





~ 0.33998104358486 | 0.33998104358486 | 0.42529330301069 





~ 0.33998104358486 | 0.86113631159405 


0.22685185185185 





2 
3 
4 
5 
6 
kú 
§ 
Là 


0.33998104358486 | - 0.86113631159405 ( 0.22685185185185 





10 


0.33998104358486 | - 0.33998104358486 ( 0.42529330301069 





Lh) 


0.33998104358486 | 0.33998104358486 


0.42529330301069 





13 


0.33998104358486 ( 0.86113631159405 


0.22685185185185 





13 


0.86113631159405 | - 0.86113631159405 (0.12100299328560 





14 


0.86113631159405 | - 0.33998104358486 ( 0.22685185185185 





l§ 


0.86113631159405 ( 0.33998104358486 


0.22685185185185 














16 





0.86113631159405 ( 0.86113631159405 








0.12100299328560 





Ví dụ 6.4: 


Sử dụng công thức tích phân Gauss tính giá trị tích phân sau với 
2x2, 3x2, 3x3, 4x4 điêm Gauss: 


x 
ƒ [(0/2+25x~200y +675x` =900y" +400x")dxdy 


ƒ(x,y)=0/2+25x—200y? +675x`=900y! +400x` 





Giải: 
Sử dụng công thức tính phân Gauss với 2x2 điểm, kết quả thu được 
như sau: 
Điểm X3) Wuya | w,xw, | w,xw,.ƒ(,.y,) 


7 





) 





-0.57735 | - 336.464 











1 





- 336.464 
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-0.57735 


-0.57735 
2 - 336.464 1 -336.464 
0.57735 


0.57735 
3 3.53091 1 3.53091 
-0.57735 


0.57735 
4 3.53091 1 3.53091 
0.57735 
































1x=~-665.867 





Sử dụng công thức tính phân Gauss với 3x2 điểm, kết quả thu được 
như sau; 





















































Điểm XU, fuy, | w,xw, | Mị x9,./(j.yj) 
- 0.774597 

1 -611.085 |0.555556 ~ 339.492 
~0.57735 
- 0.774597 

2 -611.085 |0.555556 ~ 339.492 
0.57735 
ñ 

3 - 166.467 |0.888889 - 14197 
- 0.5735 
0 

4 - 166.467 |0.888889 - 14197 
0.5735 
0.774597 

5 278.152 |0.555556 154.520 
- 0.5735 
0.774597 

6 278.152 |0.555556 154.529 
0.5735 

1665.867 














Sử dụng công thức tính phân Gauss với 3x3 điểm, kết quả thu được 
như sau: 

















Điểm XI ffX.Ya My XU | Mụ X9/.f(Xj.Vj) 
~ 0774597 

Ậ -§§§.4I§ | 0.308642 - 274.203 
~0.774597 
~0.774597 

2 -4418 | 0.493§27 - 219.466 
0 
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-0.774597 

3 -888.418 | 0.308642 - 274.203 
0.714597 
0 

4 -443.8 | 0.493827 ~219.16 
~0.774597 
0 

bì ọ 0.2 | 0.790123 0.158025 
0 

6 -443.8 | 0.493§27 -219.16 
0.714597 
0.714597 

7 0.81848§ | 0.308642 0.25262 
~0.774597 
0.714597 

§ H 444.818 | 0.493§27 219.663 
0.714597 

9 0.81848§ | 0.308642 025262 
0.714597 

1x~-985.867 











Kết quả khi dùng phép Gauss 4x4: 



























































Bbiểm XU) uy, | Mix, | w,*w,.ƒf(,.y/) 
-0.861136. 

1 ~ 128501 | 0.121003 - 155.49 
- 0861136 
- 0861136. 

2 -676.929 | 0.226852 - 153.563 
-0.339981 
- 0861136. 

3 -676.929 | 0.226852 - 153.563 
0.339981 
- 0861136 

4 ~1285.01 | 0.121003 ~ 155.49 
0.861136 
- 0339981 

5 ~679.868 |_ 0.226852 - 154.229 
- 0861136. 
- 0339981 

6 - 71.784 |_ 0425293 - 30.5292 
- 0339981 
- 0339981 

1 - 71.784 |_ 0425293 - 30.5292 
0.339981 
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- 0.339981 

§ - 679.868 | 0.226852 - 154.229 
0.861136. 
0.339981 

9 - 606.183 | 0.226852 - 137.514 
~0.861136. 
0.339981 

10 1.90044 | 0425293 0.808242 
- 0.339981 
0.339981 

"1 1.90044 | 0.425293 0.808242 
0.339981 
0.339981 

12 -606.183 | 0.226852 -137.514 
0.861136 
0.861136 

13 - 103804 | 0.121003 -0.125606 
-0.861136 
0.861136 

14 607.046 | 0.226852 -137.709 
- 0339981 
0.861136 

l§ 607.046 | 0.226852 137.709 
0.339981 
0.861136 

16 ~ 103804 | 0.121003 ~0.125606. 
0.861136 

1x~-985.867 




















Trong các tích phân Gauss, tích phân 3x3 và 4x4 cho giá trị chính 
xác, Vì: giá trị của chúng giống nhau và số điểm lấy tích phân và bậc đa 
thức thỏa mãn điều kiện p< 2z~1. Trong đó, p là bậc đa thức và n là số 
điểm lấy tích phân. 


6.3.3. Tích phân Gauss ba chiều 


Tương tự như trường hợp tích phân hai chiều, việc phát triển công, 
thức Gauss cho trường hợp ba chiều cũng yêu cầu rằng: miền lấy tích 
phân phải là một thể tích lập phương có cạnh 2 đơn vị và gốc tọa độ nằm 
tại tâm khối như hìuJ 5.6. Lúc đó chúng ta khảo sát tích phân sau: 





(6.34) 
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thê tích sẽ là: 


(-1,-11) 


(-111) 


(-1.-1,-) 


3936 1Á 


(1-1-1) 
Hình 6.5: Lập phương 2 đơn vị 


Gọi my n, p, w¿, w2, w, lần lượt là số điểm Gauss và các trọng số 
tương ứng theo các phương +, y, z. Công thức Gauss cho các tích phân 








ni) (6.35) 


Tọa độ và trọng số của các điêm Gauss cũng được xác định tương 
tự như ở trường hợp một, hai chiêu. Bảng 6.3 sau cho ta giá trị của một 
vài trường hợp cụ thể. 


Bảng 6.3: Vị trí và trọng số của tích phân Gauss ba chiêu 










































































%ị bãi ủ M, XW, XU, 
† Ị 0 0 0 8.00000 
1 -0.5773503 | -0.5773503 | -0.5773503 1.00000 
2 | -0.5773503 | -0.5773503 0.5773503 1.00000 
3 | -0.5773503 05773503 | -0.5773503 1.00000 
2x2| 4 | -0.5773503 05773503 0.5773503 1.00000 
x2 3 05773503 | -0.5773503 | -0.5773503 1.00000 
6 05773503 | -0.5773503 0.5773503 1.00000 
7 05773503 05773503 | -0.5773503 1.00000 
§ 0.5773503 05773503 0.5773503 1.00000 
1 -0.7745967 | -0.7745967 | -0.7745967 (.1714678 
3x3| 2 | -0.7745967 | -0.7745967 0 02743484 
x3 3 | -0.7745967 | -0.7745967 0.7745967 (0.1714678 
4 | -0.7745967 0 | -0.7745967 0.2743484 
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5 | -0.774596T 0 0 0438957 
6 | -0.7745967 0 | 07745967 0.2743484. 
7 | -07745967 | 07745967 | -0.774596T 0.1714678 
§ | -07745967 | 0.7745967 0 0.2743484. 
9 | -07745967 | 07745967 0.7745967 0.1714678 
10 0 | -07745967 | -0.7745967 0.2743484 
"1 0 | -0.7745967 0 0.438957 
12 0 | -0.7745967 0.7745967 0.2743484 
13 0 0 | -0.7745967 0.438957 
14 0 0 0 0702332 
1§ 0 0 0.7745967 0.438957 
16 0 07745967 | -0.7745967 02743484 
17 0 07745967 0 0.438957 
18 0 07745967 0.7745967 02743484 
19 0.7145967 | -0.7745967 | -0.7745967 0.1714678 
20 07145967 | -0.7745967 0 02743484 
21 0.7145967 | -0.7745967 0.7745967 0.1714678 
2 0.7745967 0 | -0.7745967 (02743484 
23 0.7745967 0 0 (0.438957 
24 0.7745967 0 0.7745967 0.2743484 
25 0.7745967 07745967 | -0.7745967 0.1714678 
26 0.7745967 0.7745967 0 02743484 
27 0.7745967 0.7745967 07745967 01714678 











Ví dụ 6.5: 


Sử dụng công thức tích phân Gauss, tính giá trị tích phân sau với 
Ix2x3, 2x2x2, 3x3x3 điểm Gauss: 


re] Ỉ [o2+25+-z0o;? 
"- 


+675z`~900y* +400z)dxdy đz 
ƒ(Œ,y,z)=0.2+25x—200y? +675zÌ—900y! +400z 
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Giải: 
Sử dụng công thức (6.35) và Bảng 6.3, ta thu được kết quả tích 
phân Gauss như sau: 
Trường hợp Ix2x3: Í ~1131.73 
Trường hợp 2x2x2: 1113173 
Trường hợp 3x3x3: /~~1971.73. 


Trong ba trường hợp, trường hợp 3x3x3 điểm tích phân cho kết quá 
chính xác nhất vì thỏa mãn điều kiện: p=5< 2(r =3)~—l. 


6.4. TÍCH PHÂN KÉP. 


y=d(x) 





Hình 6.6: Tích phân kép 
Xét một miền hình học như Hình 6.6, có biên trái và phải có dạng 
đường thắng, biên trên và dưới có dạng là các đường cong y = đ(x). và 
y = c(x) tương ứng. Do đó, tích phân trên miện hình học đó được xác 
định như sau: 











y[e) 
:-Ï[fies la (6.36) 


Phương trình (6.36) cũng có thể viết ở những dạng khác như sau: 
® d0) 


1=Ƒ [ƒ(.y)dydx 


je a [ave v) (6.37) 


1= [[ ƒ(y)dhảy 


Trong đó, A là miền hình học. 
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Trong bắt cứ trường hợp nào cũng nên đưa bài toán trở về dạng 
công thức (6.19) trước khi sử dụng phương pháp tính số. Nguyên tắc cơ 
bản để giải bài toán trên bằng phương pháp số là sự biến đôi để liên kết 
với những bải toán một chiều, ta có: 


đu 
G(x)= [  fix.yMy (6.38) 

Đưa về dạng như phương trình (6. 19): 
1=[|60)4x (6.39) 


Hơn nữa, để giải một bài toán tích phân số bắt kỳ đễ dàng hơn ta 
nên đưa về dạng sau: 


Ạ 
1x3 W,G(x,) (6.40) 
mì 
Trong đó, W; là trọng ‹ số và x¡ là toạ độ của các trọng số đó. Giá trị 
của G(x,) cũng được tính bằng số. Đặt x = x/„ phương trình (6.38) có thê 
viết lại: 


GQ,)= [  ƒ0x,yky (641) 


Bài toán trên trở thành bài toán một chiều bởi vì tích phân trên chỉ 
còn một biến tham gia là biến y. Phương trình (6. 24) có thê giải bằng các 
phương pháp của bài toán một chiều như các phần trên. Sử dụng phương, 
pháp hình thang mở rộng đẻ giải bài toán tích phân kép sau: 


1= lữn x »a|x (6.42) 


Khoảng [a, b] của tích phân trên được chia thành N khoảng với kích 
thước mỗi khoảng là: -4)/N (xem Hình 6.6 giả sử N = 4). Lưới điểm 
được chỉ rõ bằng Xu, XJ,A Sử dụng luật hình thang trên trục x, ta được: 









~ THÍC f@xy.y0dy + 2{ˆC Íœi,y)dy 
" Ũ Mxx), A3) 
+ 2[ ta, +y)dy +... +Í TA „y)\dy] 
Công thức (6.43) được viết lại đơn giản hơn: 
1 =-(GG)+20(4)+20(,)+..+G(,)) (6.44) 
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Miền hình học của tích phân (6.41) [c(x,), 4(x)] được chia thành N' 
khoảng với kích thước mỗi khoảng được tính bởi: 


hy= x#G› ~e()] (6.45) 


Giá trị y của lưới điểm được chỉ rõ bằng Yuø Wú, Yú2, ... VíM. Sau đó 
dùng phương pháp hình thang mở rộng: 


MŒ) 
đ(x)=[ ` ƒxyky 
(6.46) 





Tương tự, ta có thể dùng Simpson hay Gauss toàn phương để giải 
bài toán này, 

Ví dụ 6.6: 

Sử dụng tích phân só tính tích phân sau: 


1= [ [TT Sha+ v)dhdy 


A(x)=3+esp(v5) 





(XaXo2) 





c(x)=ln(x) 
x;=b 





Xu=a — Xi-[a+bj/2 m 


Giải: 
Giải bằng Simpson 1⁄3 mở rộng lưới điểm trên trục x lần lượt là: 
xo=l, xị =2, xạ=3 


1 =  [6t) +4G(x,)+G(x,)] 
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3eepix/5) 
G(xi)= [sine, +y)dy 


my) 


Hay: 


k[z© 
1= Ï [sinx+ »Ìa 


3eenl/5) xeeg2/5) 3ee/5) 
lu [sind+y)dy+4 Í| 


xây 





n(2+ y)đy+ | sin(3+ y)dy] 








AỈ! ˆNNăn(1x và +4[ in 2+ y4dy + [ sim 3+ y9] 
Giải từng tích phân bằng luật Simpson 1/3: 

42014 
l= [sind+ v)dy 





= sim 1+0)+ 4sin(1+2211070)+sin( 1+4/2214)} 
_ 211070 
3 
= 0064581 
Tương tự: 
¬ 
1= [sin2+y)dx=~2.1086 


0891 


1084147+(4 )(0.03088)+( -087322)7 





sạn 
1= [sinG+y)dx=~067454 


10986 


Như vậy, giá trị của tích phân kép là: 


1= 3006458 1+(4)(-2.1086) —0.6754] = ~3.0148 
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6.5. BÀI TẬP 
Bài 6.1. Tính tích phân số sau: 





—3x°`+ xcos2x 





1. Phương pháp hình thang. 
2. Phương pháp Simpson 1⁄3. 
3. Tích phân Gauss. 


Bài 6.2. Tính tích phân số sau bằng phương pháp hình thang và phương, 
pháp Simpson 1/3: 


8) 1=|[ sa 


tên 


b)7=ƒ ƒ đ§inx+ ydyáv 


Lớn 


©) 1= [ jx`+2ydydx 





Bài 6.3. Một ôtô khối lượng A = 5⁄00 &g chuyên động với vận tốc 30 
m⁄4. Đột ngột tắt máy (xem t = 0 ở trạng thải này), xác định khoảng thời 
gian t, biết vận tốc xe ở thời điểm này là J5 m⁄4. Phương trình mô tả 
chuyển động xe như sau; 





540057 ==8.276y? =2000 
l 


Bài 6.4. Tính các tích phân sau bằng 3 phương pháp: hình thang, 
Simpson 1⁄3 và Gau 


a) [Ï- +yŸ~£`)hdydc 


0535 





b) [[[ene+> —z`)hdyd: 


Dù 


€) 


—= 


N 
 [ tanGŸ)+sin(y°)—z°)dvdydz 
' 
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Bài 6.5. Tính công lực đầy Piston duy chuyển một khoản 1< x<2.5: 
p(x) = 2-3x!?+ xeos(2x)—¬Íxe °Št 


Bài 6.6. Thông lượng dòng chảy trong một ống có tiết diện thay đổi như 
hình vẽ được cho bởi công thức: 








vydxdy 


ø=[ 


Biết, vận tốc tại một điểm bất kỳ trong ống có phương trình V = 
lo. Đường sinh: yJ = 7 - (⁄2)2; y2 = 1+(x⁄2)2; xe[1,2.5] 
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CHƯƠNG 7: 
PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN 


7.1. BÀI TOÁN GIÁ TRỊ ĐẦU 
7.1.1. Giới thiệu 


_. Chúng ta biết rằng, định luật 2 Newton mô tả mối quan hệ giữa gia 
tộc và lực như sau: 


E =mã Œ.1) 
Và gia tốc là đạo hàm bậc một của vận tốc theo thời gian, do đó: 
Äđ —- 
(2 
ng (72) 
Hay 
4 _Ƒ0) (13) 
dị —m 


Nếu Ƒ(r) và v(0) biết trước, ta có thể tìm v(z) bằng cách tích phân 
phương trình (7.3). 


a 
` 


Hình 7.1: Thay đổi nhiệt của vật nóng 
Một ví dụ về sự thay đôi nhiệt theo thời gian của một vật nóng bỏ. 
trong môi trường chất lỏng có nhiệt độ thấp được đề cập như Hình 7.1. 
Định luật 2 Newton mô tả sự thay đôi nhiệt độ của vật nóng đó như sau: 


dT 
đ — (14) 
mc n LÃ 
Với nhiệt năng làm lạnh: 
Q@=hA(T, ~T,) (15) 
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Khi đó: 


me ST = —hA(T —T„) (6) 
dĩ 
Hay 
+ —_đÁ —) đ7) 
Lá mc 


Các phương trình (7.3) và (7. 7) còn được gọi là phương trình vi 
phân giá trị đầu. Để tính toán vận tốc trong phương trình (7.3) hay sự 
thay đổi nhiệt theo thời gian trong phương trình (7.7), chúng ta cân phải 
giải các phương trình vi phân này. Các trường hợp đơn giản có thẻ giải 
bằng phương pháp giải tích chính xác (như Ví dụ 7.1). Tuy nhiên, các 
vân đê thực tê thường được mồ tả bởi các phương trình vi phân rât phức 
tạp, không thê sử dụng phương pháp chính xác đê giải. Khi đó, chúng ta 
cần dùng các phương pháp gần đúng hay phương pháp số. 

Ví dụ7.L: 

Giải phương trình vi phân 


dy : 

Tí =—y với yU) =3» 

Giải: 

Phương trình này có thể giải bằng cách tích phân trực tiếp: 
dy 





~t+€ =>lny-ÌnC; =~i 


-t >y=Œ,£ 





Sử dụng điều kiện ban đầu đã cho, ta nhận được nghiệm của 
phương trình vi phân: 





=y=) 
7.1.2. Phương pháp Euler 
Cho phương trình vi phân: 
đy 
——=ƒŒ.y): VÀ 
n ⁄ư.y (7.8) 
với điều kiện ban đầu: y(0)= yụ 
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kiện ban đầu vào. Tương tự, chúng ta tìm được các giá trị cho / 


Trước hết, ta chia nhỏ biến thời gian z thành những đoạn ñ. Khi đó, 
lời giải gần đúng được xác định bởi: 


y;=y,¡+hƒŒ,¡vy,)) với j =2... 


Với j = 1, ta có: 





3 + hƒỨa: Yụ) 


(79) 


(7.10) 


Phương trình (7.10) đễ dàng đạt được bằng cách thay có giá trị của điều 


Ví dụ 7.2: 
iải số và so sánh với kết quả chính xác phương trình vi phân sau: 


dĩ 


Với, lời giải chính xác là: y= 





~2y, y(0)=l 


Giải: 
.. Sử dụng phương trình (9.7), lời giải tại các giá trị thời gian ? được 
thê hiện ở bảng sau: 


[22—1+5e *”]. 





4 





2.32. 


















































Euler Cauác | Sai sổ 
J]7 /6s3¬) 3/=),+hft, u31) xí) | v34) 
0|00 (Đk ban đầu) 1.000 | 1.000 0 
1|02 : 10+(02)2.0)= 0.60 | 0.688 | -0.0879 
2| 04 | 02- (2/06) =-1.000 | 06+(02/-100=040 | 0512| -0.1117 
3|06 | 04-(2/(04)=-04| 04+(02/04)=0432| 0427| -0.1065 
Kết quả với các giá trị h = 0.05, 0.1, 0.2 và chính xác được thẻ hiện 
ở Hình 7.2. 
w n 1 
s8Ả 
se À 
a7" 
ng v7— 
08 ` cấ 1 
sÁ- Ề 1 
LÙ % "=h)ỹ 's 2 


Hình 7.2: Ví dụ 7.2 
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Sai số lớn nhất trong kết quả số được xác định bởi công thức: 


max((y,— yứ,)| Œ.11) 





Với Ví dụ 7.1, sai số lớn nhất với các giá trị h khác nhau được thể 

hiện ở Bảng 7.1. 

Bảng 7.1: Sai số ở Ví dụ l 

h max(ej) 
0.200 0.1117 
0.100 0.0502 
0.050 0.0240 
0.025 0/0117 




















7.1.3. Phương pháp điểm giữa 


Tăng mức độ chính xác bằng cách tính độ nghiêng hai lần trong 
mỗi bước của ñ, đặt: 
kị=f0,.y,) (1.12) 
“Tính một giá trị của y tại điểm giữa, ta có: 
h 
Yja =, +2k (7.13) 


y 
/ 


Tiếp theo, đánh giá lại độ nghiêng tại điểm giữa: 





k=/0,*5 n7 (14) 
Tính giá trị y tại điểm cuối: 
,à =y, +hÂ (7.15) 
Phương pháp điểm giữa cũng được thề hiện bằng Hình 7.3. 
Y„x¡ phương pháp 
Euler 







Đánh giá độ dốc : 
tại t,+0.5h kết quả chính 
Yưa |-«eseeeeeeereereeee h xác lại Yj+¡ 


^._ M„; từ phương 
pháp điểm giữa 


1 đựi 


Hình 7.3: Phương pháp điềm giữa 
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7.1.4. Phương pháp Runge-Kutta 
Trong phương pháp này, độ dốc được tính ở 4 vị trí: 
k,=ƒ,.y,) 


h h 
K =ƒ/0,+2,y,+2,) 


(1.16) 
: hộ hý 
k,=ƒ(, +; +2;) 
k,=ƒ,+h,y, +hk,) 
Lời giải số bằng phương pháp Runge-Kutta được tính bởi: 
(1.17) 





Ví dụ 7.3: 


So sánh phương pháp Euler, phương pháp điểm giữa và phương 
pháp Runge-Kutta với kết quả chính xác đẻ giải phương trình vỉ phân sau: 





cờ =y với y(0) = 1,0<r¡<1 


Giải: 
Lời giải chính xác của phương trình vi phân Ví dụ 7.3 là: 





v=e 


Sử dụng các phương trình trên, ta tính được các lời giải và sai số 
tương ứng. Cụ thê, được thê hiện ở bảng sau: 


h Err (Euler) - Err (Điểm giữa) - Err (Runge-Kwra) 
020000 4/02e-02 2.86e-03 5.80e-6 
010000 192c-02 6.62e-04 3.33e-7 
005000 9.39e-03 1.59e-04 2.00e-8 
002500 4.66e-03 3.90e-05 122e.9 
001250 2.31e-03 9.67e-06 7.56e-11 
000625 1.15e-03 2.41e-06 4.70e-12 


Lời giải của các phương pháp khác nhau với trường hợp h = 0.1 
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tx 





Sai số so với lời giải chính xác là: err (Euler) = 0.4945, err (Điểm 
giữa) = 0.0105 và err (Runge-Kutta) = 2. I§09e-0.05. 

Ví dụ 7.5: 

Một thùng chứa 1000 gal nước muối với lượng muối hòa tan ban 
đầu là 100 Ib (như Hình 7.6). Nước biên chảy vào với lưu lượng 10 
gal/ph, và tại đầu ra là 10 gal/ph. Thể hiện lượng muối theo thời gian t 
bằng cách xây dựng phương trình vi phân và giải phương trình này bằng 
các phương pháp sô trên. Biết mỗi gal nước muôi chứa 5 lb. muối hòa tan. 

















=à 








Hình 7.6: Thùng nước muối 

Giải: 

Từ giải thuyết trên, ta thấy rằng lượng nước muối đi vào bằng 
lượng nước muôi đi ra. Hơn nữa, lưu lượng muỗi đi vào theo thời gian t 
là hãng sô và được xác định: 

LL muối đi vào =5-19 „¡g8! 

gai ph 

Nếu y là lượng muối theo thời gian t, ta có lưu lượng muối đi ra tại 

thời điểm t: 
lo$t 


LL muối đi ra =——PP— .y(r)Ib 
1000sal 


Theo định luật bảo toàn ta có: 
Sự thay đổi của muối = LU muối đi vào ~ LU muỗi đi ra, hay: 
loẻt 


Ph— vp 
000al 








=[50-0.0 IyøjIP 
ph 
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5000 
n “Euler 
4000 - z Điem giua. 
Runge-Kuna 
3000 - # 
2000 - 
1000 - / 
s* + 
Ủ 100 200 300 400 S00 


Ũ 
Hình 7.7: Lượng muối theo thời gian 


Sử dụng phương pháp Euler, điểm giữa và Runge-Kutta với 

h= 10, sự thay đổi lượng muối theo thời gian được thể hiện ở Hình 7.7. 

: so với lời giải chính xác là: err (Euler) = 552.860, err (Điểm giữa) 
= 152.37 và err (Runge-Kutta) = 99, 





Từ những kết quả trong các ví dụ (7.3-7.5), chúng ta thấy rằng 
phương pháp Runge-Kutta cho kết quả chính xác hơn các phương pháp 
số khác trong cùng một giá trị ñ:. 

7.2. BÀI TOÁN GIÁ TRỊ BIÊN 
7.2.1. Phương trình vi phân bậc hai 
“Tổng quát, phương trình vi phân cấp hai có dạng: 
ay *(x)+byf(x) + cy(x) = ƒŒ@) với 0<x<L (7.18) 

Với các dạng điều kiện biên: 

a) y(x =0) = yụ: y(x = L) 








b) y'(x=0)= yạ:Y(x= L)= Vụ 
(.19) 
©)yŒ=0)= yu:y(x=L)=ÿ, 


v(x=L)=y¡ 





dyŒœ=0)= 
Để giải phương trình (7.18), chúng ta xắp xi phương trình này bằng 
lưới điều sai phân trung tâm với j= Axnhư Hình 7.8. 
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« ....e—* 
0 1 2 3 k N2 N1 N 


Hình 7.8: Lưới điều sai phân 


Ta có: 


(7.20) 





Và 





h}/" (121) 





2 


Từ phương trình (7.18, 7.20, 7.21), phương trình vi phân bậc hai 
được biết ở dạng rời rạc như sau: 





+œ,=ƒ/@œ,) (122) 


Hay 
(2a+ bh)y,,,+(2ch” - 4a)y,+ ( 2a - bh)y,, = 2h f[x,) (1.23) 


Với ¡ = 1, 2,.... N là vị trí nốt rời rạc. Phương trình (7.22) có thể 
khai triên ra dạng sau: 






(24+ bh)y,+(2ch? - 4a)y,+ (2a - bh)y, = 2h fix, ) 
(2a+ bh)y,+(2ch” - 4a)y„+ ( 2a - bh)yị = 2h f[x; 








ly Ầ š (1.24) 
(2a+ bh)y, „+(2ch° - 4a)y,+ ( 2a - bh)y, , = 2h` ffx, ) 
(2a+ bh)yy+(2ch° - 4a)yy ,+ (2a - bh)yy ; = 2h ffxy ,) 
Đặt: 
A=2a + bh 
B=2ch° - 4a (25) 
C=2a - bh 
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Ta có: 
y;tBy+ Cyụ = 2N fix, ) 
Ay,+By;+ Cy, = 2h°ƒfx; ) 








_ : nộ 
Ay,u+By,+CW,¡ = 2h ffx, ) 
Ayy+Byy + Cyy ; = 2h  ffxy \) 
a) Trường hợp I 
Điều kiện biên là phương trình (7.19), ta viết lại: 
y(x =0) = yụ: y(x= L) = Y, (1.27) 
Khi đó, ta biết trước hai giá trị: 
Cyo;Áyy = Ay, (7.28) 





Với hai giá trị biên này, phương trình (7.26) sắp xếp lại như sau: 
By, + Ay,= 2h fix, )~ CS, 
€ỳ +By; + Ay,= 2Ÿ ffx; ) 





_ h (29) 
Œ,¡+By,+Ay,, = 2h” ffx, ) 
€y;+Byy, = 2h ffxy ¡)— Ay, 
Viết dưới dạng ma trận: 
BA 0... 0 0 0l, 2h ffx,)—~CYụ 
CB A... 0 0 0lÌy 2h fíx;) 
0 C B8... 0 0 0ljy, 2° ƒí 
w% |_J2h fx,) 30) 
0 00 €: #' À 2h ftxy ;) 
0 00 0C 8 





2hŸ fixy.,)~ AY, 


Giải phương trình (7.30) ta thu được các giả trị của y(x). 
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b) Trường hợp 2 
Điều kiện biên là phương trình (7.19b), ta viết lại: 
yvx=0) x=L)=y, (131) 





Trường hợp nảy, chúng ta tưởng tượng một nút ảo ¡=—I như Hình. 
7.9. 





Hình 7.9: Nút áo 


Xét nút 0, ta có: 








(132) 
Và ta cũng có: 
Ay,+Byu+ Cy.¡ = 2R`fxu) (133) 
Từ (7.32) và (7.33), ta có: 
By,+ (A+C)y, =2hOÿ + 2h) ftx,) (7.34) 
Tương tự như trường hợp l, ta có hệ: 
B AtC 0... 0 0 0lÍy, 2hQy¡ +2 ffxụ ) 
€ BA... 0 0 0lly 2H fx,) 
0C B.. 00 0jJy, | |2hÈ/m,) (135) 
00 0 «€8 All |lẽ/y„) 
0 0 0... 0€ BÌý».]} |a°/xy,)~Ay, 
©) Trường hợp 3 
Điều kiện biên là phương trình (7.19e), ta viết lại: 
y(œ=0)=yy;y(x=L)=yj¡ (1.36) 


Tương tự như trường hợp 2, ta tạo một nút ảo ¿ = +7 và thực hiện 
các phép biên đôi như trường hợp 1 và 2, ta được hệ sau: 
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BA 0... 0 0 0]fy, 2h ffx, )—Cy, 


CBA.. 0 0 0lÏy; 2ñ f[x;) 
0 CB... 0 0 0jjy, | |2 fx,) (137 
0 00... .C B AlÌyyg, 2h ffxy ,) 
0 00... 0 A+C 8Ìyy 2B fixy )~2hAy; 
đ) Trường hợp 4 
Điều kiện biên là phương trình (7.194), ta viết lại: 
yx=0) (1.38) 





Với trường hợp này, chúng ta tạo ai nút ảo ¿=—1 và ¡ = M+, 
“Thực hiện các phép. biến đôi như trường hợp I, 2, 3, ta có hệ sau: 





B .A+C 0... 0 0 0lƒy 2h€y, +2h° fix, ) 
CB A.. 0 0 0lÌy, 3h fix,) 
0C B.. 0 0 0ljy, 2hˆf(x,) 


--ÌÍ... HIỀ l 39) 


0 0 0..C PB Ally,ạ, 2h`ffxy..) 
0 0 0... 0 AtC BỈ|y, 2h fixy )~2hAyj 





Lưu ý rằng, với điều kiện biên như trường hợp I, ta có W - 2 biến 
với N — 2 phương trình; với trường hợp 2 và 3, ta có À — 7 biến với W— 
phương trình; với trường hợp 4. ta có A biến với W phương trình. 


Ví dụ 7.6: 


Xét một thanh dẫn nhiệt như Hình 7.10, giả sử rằng nhiệt độ phân 
bố đều trên chiều dài, chu vi xung quanh được cách nhiệt. Khi đó, sự 
phân bố nhiệt độ của cánh tản nhiệt theo chiều dài 7 ở trạng thái cân bằng 
được biểu diễn bởi công thức: 


sí. AS-]=u Xạ <x<#, 
dày dv 


Với các thông số nhiệt và điều kiện biên cho trước sau: 
+ Hệ số truyền nhiệt: k, =IW/m.K 


+ Diện tích tiết diện ngang: A, =10m° 


+ Nhiệt độ tại biên bên trái: 7, = 500°C 
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+ Dòng nhiệt tại biên bên phải: „ =50 
h 


+ Chiều dài 





:L=0.05m 


“=>. ` 
T——— 
= 
x 


Hình 7.10: Cánh tản nhiệt 
Giải: 


Ta thấy rằng k, và A, là hằng số, vì vậy phương trình trong Ví dụ 
7.5 có thê việt lại như sau: 





Ú; xạ<x<1, 

Với điều kiện biên: 

T(x=0)=500 và “F(y= 7)=~100 
dx 

Ta có 

A=2a+bh=2k,A, 

B=2ch` =4a =~4k,A, 

C=2a~bh=2k,A, 


Giả sử ta chia điều L thành M = 5 đoạn với các nút ¡ = [0:5] và h = 
0.05/5 =0.01. 


Điều kiện biên này thuộc trường hợp 3. Sử dụng phương trình 
(7.37), ta có: 


-4 2 0 0 01/7] (0-2,A(500 
2 -4 2 0 0|Ï7| |0 
kA|0 2 -4 2 07‡=40 
Ø 0 2 _4 0 |ÍT, 0 
0 0 0 2+2 -4|[r,| |0-2n(2,A J(_100) 
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Lượt bỏ É,A,,, thay h = 0.01, ta được: 


_4 2 0 Ø 0 |ÍT, —1000) 
2 -4 2 0 0 |ỊT; 0 
0 2 -4 2 0lÍm‡=jo 
0 0 2 -4 0|7| |o 
0 0 0 4 -4|Ír} |4 


Thế các giá trị vào ta thu được sự phân bố nhiệt độ như sau: 
=Íð00 499 498 497 496 493} 
Ví dụ 7.7: 
Xét một cánh tản nhiệt như Hình 7.11, giả sử rằng nhiệt độ phân bế 
đều trên chiều dày, sư truyền nhiệt qua các mặt bên là nhỏ, có thể bỏ qua. 


Khi đó, sự phân bố nhiệt độ của cánh tản nhiệt theo chiều dài L được 
biểu diễn bởi công thức: 


đd 
dự 






T-T,)=Ú: x¿<x<+%, 





Trong đó, hệ số truyền nhiệt: &=50W/mK, chiều dày cánh tảng 
nhiệt làở = 10m, chiều dài là: , = 0.05 m, nhiệt độ tại biên bên trí 
T, = 500 K, nhiệt độ môi trường Tạ = 300 K và hệ số trao đổi nhiệt là 

= 100 W/m°K 








4T 


dài 





2. 
kở 
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Với điều kiện biên: 
T@x=0)=500 và #Ễ(y= r)=0 
đ 


Ta có: 





A=2a+bh=2a 
B=2ch°—=4a 
€C=2a-bh=2a 


Giả sử ta chia điều L thành V = 5 đoạn với các nút ¡ = [0:5] và h = 
0.05/5 =0.01. 





Điều kiện biên này thuộc trường hợp 3. Ta sử dụng phương trình 
(1.37), ta có: 
T1 2Ú? ffx,)—CT, 
T| |3MÈ/,) 
T,| =42h° fix,) 
T|  |2"°fx,) 
T.]- |2h”fix„)—2hA4T, 





ccecooœ 
ccenw» 
cenaw>ec 
+ tr>oec 





470 - + 


480 - : 


420 ~ ' P : ' + 
0 001 002 0.03 00 0.05 
* 


Hình 7.12: Phân bố nhiệt độ trong Ví dụ 7.7 
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Thế vào ta được: 


=4.08 2 0 0 Ø0 T -1024 
2 —4.08 2 0 Ø 1 -24 
0 2 —4.0& 2 0 T+†=$-24 
0 Ø 2 —4.08& 3 T, -24 
0 Ø Ø0 4 —4.08 |[T. -24 


Giải hệ, ta thu được sự phân bồ nhiệt độ như sau: 
=[ð00 47341 45376 44026 43237 42977} 


Sự phân bố nhiệt độ với số điểm khác nhau được thể hiện ở Hình 
7.12. 


7.2.2. Phương trình vi phân bậc bốn 
Phương trình vi phân bậc bốn dạng tổng quát được mô tả như sau: 
ƒ@).0<x<L (140) 


day” +by"”" +ey"+dy! tey 






Để giải phương trình (7.40), ta xấp xỉ bằng lưới điều sai phân trung 
tâm h=Ayv: 


VÌ” SỢ,;=4y,¡ ty, =4, +y,¿)/RỶ 


3” #(CY,; +2, —2W,¡ + y¿;)/2” 








+2 —29,+y¿,)/Ê (41) 
y 
Thay phương trình (7.41) vào (7.40), ta có: 
„ƠI ~4y,¡ +6y, 4y, +, ;) 
P =s (Vua —2Yái +2 — Y2) (142) 


2p 
+SỢ, ¡ 29, +, J+-20—y ¡)+#y,= ƒ() 
đế ấa 2W † Vi) On =3), 


Sắp xếp lại phương trình (7.42): 


132 


'Rlpe/fieulun hoploerg 

















(š- ạ ỳ 
" 2nJŸm 
'l-s4( kiên oi Ì, 143 
TRE NT tuy ta Mr (43) 
ab 
:Íl-ma =/@) 
Đặt: 
A-.S..Ð ,n- 44 be, 6 
hẺ 2`) hh hề hề 2h 
6a _2e 4a bc  d 
c=- :D= - 1.44 
hẺ hề HAT TH 2n (H9 
Phương trình (7.43) được viết lại: 
Ay,› + By, + CW, + Dy,¡ + EY, ; = ƒ(,) (1.45) 
Trường hợp phương trình (7.40) có điều kiện biên dạng: 
%ụ yq%x=0)= y7 
(146) 
yx=L)=y,, yx=L)=y/ 
Ta có: 
, —2yạ + Y.) =2Rˆyạ 
(147) 





Ywa—2ýy +Yya =2hÖy/ 


Tương tự như trường hợp 1, sau khi rời rạc và áp điều kiện biên, ta 


có hệ sau với N = 9: 


C-E B 
p 


=c=eee_+“ 
ceeemeoo 


A 
8 
€ 
p 
E 
0 
0 
0 


ceembone>+ee 


cembònsmè>ee 


mànw>cecec 


0 
0 
0 
0 
A 
Lù 
€ 
D 


"m>cecececec 


C-A 


vị]. [ƒG))~(D+2E)y, +3h)Eyy 





Mà fúx;)~Ð, 
h /@) 
#) 
" 7œ) (7.48) 
% Z) 
yị ƒ0)~Áy, 
Ye) |f(y)~(B+2A)y, —2hÈAy7 
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Ví dụ 7.7: 
Cho dầm như Hình 7.13: 








Hình 7.13: Dằm lực phân bố điều 


Biết: L= 2 m; E= 210 Gpa; =2 E— 4 mỸ; và q(x) = 5 kN/m. Tìm 
độ võng y(x) của dâm biệt: 


4 
EI . =-4(x) 

Giải: 

Từ hình 7.13, ta có bốn điều kiện biên sau: 
y(0) =0; y(L) =0 


gị 3) — (=0 
dể 





Sử dụng Phương trình (7.44), ta tính các hệ số: 
A = 1.6406 + 009; B = -6.5625e + 009; 
C=9.8437e + 009; D = -6.5625e + 009; 

E= 1.6406e + 009 


Thể các hệ số này vào hệ Phương trình (7.48). ta có hệ sau: 


8.2031 -6.5625. 1.6406 0 
1z9| -65625 9.8437 -6.5625 1.640 
16406 -6.5625 9.8437 -6.5625 


0 16406 -6.5625 §.2031 ||y, 
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Giải phương trình trên ta thu được độ võng như sau: 


3o 0 
» -0.1524 
; -0.2438 
?Ỉ ~IE—4 (m) 
9 -0.2438 
% -0.1524 
»; 0 
Độ võng của dầm trong Ví dụ 4 với N = 20 được thề hiện ở Hình 7.14 
xi0® N=l0 phan tụ 
oỆ : ì ? 
8L 
3 
s15 
2L 
2sL ==ủ 
€ Xác 
sk l 
6 05 1 15 ? 


Hình 7.14: Ví dụ 7.13 


7.2.3. Hệ phương trình vi phân cấp một 
Hệ phương trình vi phân cắp một dạng tổng quát: 

















đy 

ụ  hÓi v0) 

đy, —- 

đt h (749) 
đy, 

.= ' v„„f 

An TIẾN 2.) 


Đối với hệ này, chúng ta dùng phương pháp Euler hay Runger- 
Kutta như phân trước đề giải. 
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7.3. BÀI TẬP. 
Bài 7.1. Bạc trượt các biên dạng tuyến tính. 


U 


Áp suất, Dạ là Ấp suất, pọ 





«6 chiếu dây hi 
x=0 x=L 


Hình 7.15: Bạc trượt có biên dạng tuyến tính 


Một bạc trượt có biên dạng mặt trượt tuyến tính như Hình 7.13. Giả 
sử bạc chuyền động tương đối với trục ở vận tốc hằng số U vả cách trục 
bởi một lớp dầu bôi trơn có dạng chêm như hình vẽ. Phương trình vi 
phân chính tắc mô tả áp suất bên trong lớp dầu bôi trơn có dạng: 


đin #) 
đx sự FR 


Trong đó, ¿ là hệ số nhớt của dầu, p(x) và h(x) lần lượt là áp suất 
bên trong và chiều dày lớp dầu theo phương trượt x. Mặt khác, người ta 
sau lớp dầu hình nêm (theo phương trượt) áp suất 
của lớp dâu bằng với áp suât khí quyên từ đó các điều kiện biên được 
định nghĩa như sau: 





0; 0<x<L. 








p(0)= p(L) = pụ. 
Với h(x) = sÍt +) 
L 


__ Mục đích của bài toán là xác định áp suất phân bố bên trong chêm 
dâu theo phương trượt x. Cho / U=1m⁄s; h0 = l mm; L= 5 mm 





Bài 7.2. Bài toán thanh biến dạng dọc trục. 


Khảo sát thanh chịu tải dọc trục, có tiết diện thay đổi như Hình 
7.15, phương trình vi phân và các điều kiện biên mô tả bài toán có dạng: 


44(FAe)5")+ q(x)=0; 0<x<L. 
dv dx 


= 


u(0)=0, EA(L) 
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Trong đó, A(x) là diện tích tiết điện ngang, q(x) là tải phân bố tác 
dụng theo phương đọc trục. E là mođun đàn hôi Young của vật liệu và F 
là lực tập trung tác dụng tại đâu tự do của thanh. 











Hình 7.16: Thanh chịu tải dọc trục 

Mục đích của bài toán là xác định biến đạng dọc trục trong thanh 
khi nó chịu tải. 

Biết: Ƒ = 1 kN, £ =l011 N/m2, 4= 100 Nm, L = 0.5 m, 
Aa)=AÍ= -#} A0 =0.0001 mỶ 
Bài 7.3. Chuyẻn vị ngang của dầm có tiết điện đều. 

Xét dầm có tiết diện ngang đều, liên kết và chịu lực như hình vẽ. 
Phương trình vỉ phân mô tả độ võng có dạng: 

dỲ ax 


=—= với (<x<L 


BI 
đ®đŒ 





Với các điều kiện biên: 


9(0) =0; na =0 
dy` 


—kv(L)=0; 


m3 4v) 
dt 





Biết: E! = 10” NmỶ, a = 100 N/m, k = 10” N/m, L = 0.5 m, v(L) = 
0.2mm 
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Hình 7.17: Dằm có tiết diện đều chịu tải phân bố tuyến tính 
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___ PHÀN2: 
ỨNG DỤNG MATLAB 
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—— CHƯƠNG8: 
TNG QUAN VÈ MATLAB 


8.1. MÔI TRƯỜNG LÀM VIỆC CỦA MATLAB 

8.1.1. Khởi động và thoát khỏi Matlab 
a) Khởi động Matlab. 
Ở màn hình desktop nhấp đúp lên biểu tượng của Matlab #Ÿ 
Vào Start -> All Programs -> Matlab release 13 -> Matlab 13. 
b) Thoát khỏi Matlab 


Đề thoát khỏi ứng dụng Matlab có thê chọn Exit Matlab từ menu 
File trên Desktop hoặc nhập lệnh trong Command Window với các lệnh 
Sau: 





exit, quit Thoát khỏi Matlab 
fïnish Kết thúc Miile 

















8.1.2. Giới thiệu môi trường làm việc và các công cụ của Matlab 
Khi khởi động Matlab giao diện chính sẽ mở ra: 
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Giao diện này chứa các công cụ (giao tiếp người dùng) để quản lý các 
tập tin, biến và các ứng dụng phụ trợ khác. 


— Command window. 
— Help Browser. 


—. Current Directory Browser. 


Command history. 


WorkSpace Browser. 


Editor/Debusger. 
—_Prajiler. 
Sử dụng Matlab như một máy tính 


Khi dấu nhắc **>>*' nhấp nháy trong Command 'Window chỉ ra rằng 
Matlab đã sẵn ảng cho việc nhập dữ liệu. Khi nhìn thấy dấu nhắc *®>>" 
lúc đó bạn có thể nhập vào một biến hoặc chạy một hàm nào đó. 


._ Bạn chỉ cần nhập vào biểu thức bạn muốn tỉnh. Ví dụ ta muốn tính 
biêu thức 1+2x3 bạn nhập biêu thức sau dâu nháy *>>” như sau: 


>> 1+2*3 
lans = 
7 
Nếu không nhập vào biến đề lẫy giá trị ra, Matlab sử dụng biến mặc 
định ans (answer) đê nhận giá trị của phép tính vừa thực hiện. ans cũng 


như các biến khác, ,bạn có quyên tham chiếu đến nó khi cần thiết. Trong 
trường hợp bạn muốn dùng biến đề lấy giá trị đầu ra, bạn chỉ cần nhập: 


>> z=1+2*3 
x„= 
7 


Tên biến cũng được sử dụng để tham chiếu đến kết quả của phép 
tính trước. Khi ta cần tính 4x x ta chỉ cần nhập: 


>> 4*x 


lans = 





28 
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Kết thúc mỗi dòng lệnh, nhấn <Enter> nếu bạn muốn kiểm tra kết 
quả của việc thực thi dòng lệnh ngay lập tức. Ngược lại, nhập dấu *;” 
trước khi nhắn <Enter> kết quả thực thi của dòng lệnh vừa nhập sẽ không 
hiên thị trên mản hình. 

Ta có thê nhập nhiều biểu thức trên cùng một dòng: 

>> a=7; b=cos(a), c=sin(a) 


b= 


0.7539 


0.6570 


8.1.3. Biến và biểu thức 


Cũng giống như hầu hết các ngôn ngữ lập trình khác, Matlab cũng 
cung cấp những biêu thức toán học, nhưng không giống các ngôn ngữ lập 
trình khác, hầu hết các biểu thức này đều liên quan đến ma trận. 


— Biến số (variables) 
~ Số (Numbers) 
~ Toán tử (Operaters) 
= Hàm (Functions) 
a) Biến (Variables) 
Có hai loại biến: 
—_ Biến toàn cục: có tác dụng trong toàn bộ chương trình. 


— Biến cục bộ: chỉ có tác dụng trong phạm vi khai báo (nội 
trong hàm). 


Ngoài ra, Matlab còn cung cấp một số biến đặc biệt như pi, i, j, 
anS,... 


Dùng các lệnh who và whos để kiểm tra biến, lệnh clear và clear 
all để xóa biến đã sử dụng. 


b) Số (Numbers) 
Dùng hàm format đẻ định dạng kiều số sau: 
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Lệnh sứ dụng 


Kết quả 


Ví dụ: số pi 





format long 


16 con số sau dâu chấm. 


3.14159265358979 





format long e 


16 con số có dầu 


3.141592653589793e+00 





format short 


5 con số sau đầu châm 


3.1416 





format short e 


5 con số có đầu 


3.1416e+00 





format rat 


Tỉ lệ 


355/113 








format bank 





Thập phân hai chữ số 


3.14 











Ví dụ 8.1 
» b=3/26, 


» format long; b 


0.11538461538462 
» format short e; b. 


b= 


1.1538e-001 
» format bank; b. 


b= 


0.12 


€) Toán tử (Operators) 


Các loại toán tử thường sử dụng trong Maltab gồm: 
































Các phéi| 

















Kí hiệu Mô tả Ví dụ 
+ Cộng 2+3 
E Trừ 2-3 
» Nhân 2*3 
⁄ Chia 2/3 
\ Chia trái 3\2 
bh Mũ 223 
toán logic: 
Phép toán Ý nghĩa 

& Và 

I Hoặc 

~ Phủ định 
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Bảng toán logic: 














Ví dụ: C = xor(A,B).Ý nghĩa: 























^ B € 

Z8r0 — Z8r0 0 

7er0 nonzero 1 

ñonzero zero 1 

nonzero nonzero 0 

“Toán tử quan hệ: 
Toán tử Ý nghĩa 

< Nhỏ hơn 
<= Nhỏ hơn hoặc bằng 
> Lớn hơn 
>= Lớn hơn hoặc bằng 
= Bằng nhau 
~= Không bằng 














đ) Hàm (Functions) 


MATLAB cung cấp một lượng lớn các hàm toán học cơ bản bao 


gồm abs, sqrt, exp, sỉn,... Trong MATLAB có hai loại hàm: 


— Các hàm build-in là những hàm chúng ta chỉ được sử dụng chứ 
không được hiệu chỉnh. 


— Các hàm M-file chúng ta có thẻ xem vả hiệu chỉnh nội dung 


của hàm. 
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Một vài hàm đặc biệt cho giá trị là hằng số: 



































Kí hiệu Mô tả 
pỉ 3.141759... 
bj đơn vị ảo ij =V—I 
ep điểm chấm động có quan hệ đến độ chính xác, 25? 
realmin số chắm động nhỏ nhát, 2 !9?2 
realmax số điểm chấm động lớn nhát, 22 
NaN Nota number (Không phải là một con số) 
IƑ Iniinity (Số vô cùng lơn, không xác định) 








8.1.4. Lưu và tải tập tin có phần mở rộng *.txt 
Đê lưu và tải tập tin ta sử dụng hàm save và load: 


>> A=[1 2 3/4 5 6] 





22? Undefined funetion or variable 'A', 


>> load ABC 
>> A 


lA = 


=" 
„N 
au 





8.2. CÁC DẠNG TOÁN HỌC 


Những hàm toán học cơ bản trong Matlab_ được mô tả trong bảng sau: 





























Hàm Mô tả Ví dụ 
cos(x) Tính cos của x cos(2) 
sin(x) Tính sin của x sin(7) 
tan(x) Tính tang của x tan(2) 
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Hàm Mô tả Ví dụ 

đcos(x)_ | Tỉnh acos của x acos(5) 

asin(x) _ | Tính asin củax asin(4) 

afan(x) | Tính atan của x atan(6) 

exp(x) e exp(5) 

sạrx) | ýy sqrt(8) 

log(x) Lấy logarit cơ số e log(4) 

logl0(x) | Lấy logarit cơ số 10 | logl0(10) 

abs(x) | Trị tuyệt đối củax | abs(-2)=2 

sign(x) | Lấy dấu của x sign([1-1 5})=[l -I 1] 

max(x) | Lẫy giá trị lớn nhất | max([l-I 5])=5 

min(x) | Lấy giá trị nhỏ nhất | min([1-1 S])=-1 

ceil(x) Làm tròn về dương | ceil([1.25, -4.54, 6.5, -7.! ])= [I, -4, 7, 
Vô cùng -7] 

/ioor(x) | Làm tròn về âm vô floor([1.25. -4.54, 6.5, -7.I ])= [I. -5, 
cùng 6, -8] 

round(x) | Làm tròn round([1.25, -4.54, 6.5, -7.1 ])= [I, -5, 

7. -T] 
/x(œ) — | Làm tròn về không | ñx([1.25, -4.54, 6.5, -7.1 ]) = [1, -4, 6, 
-7] 

sort(x) | Sắp xếp từ nhỏ đến | sort ([1.25, -4.54, 6.5])= [-4.54. 1.25, 
lớn 6.5] 

83.CÁC PHÉP TOÁN VÈ VÉC TƠ VÀ MA TRẬẠN TRONG 


MATLAB 


8.3.1. Tạo ma trận và véc tơ 


Bạn có thể tạo ma trận theo nhiều cách khác nhau: 


— Xây dựng ma trận bằng việc nhập từng phần tử một 


— Tải một file dữ liệu từ bên ngoài 


— Xây dựng các ma trận nhờ các hàm build-in 
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— Tạo một ma trận bằng hàm do ta tạo ra. 
Một vài nguyên tắc cơ bản để xây dựng ma trận là: 


— Phân biệt giữa các phần tử trong hàng là khoảng trắng hoặc 
dâu phây. 


— Sử dụng dấu chấm phảy (;) để ngăn cách giữa các hàng. 
— Bao quanh một ma trận là cặp dấu: * [ ]* 
Ví dụ, cần khai báo một ma trận như sau: 


I 
A=|4 
7 


%= tk 


3 
6 
9 


Trong cửa số nhập lệnh (Command Windows), ta gõ: 
>> A=[1 2 3;4 5 6;7 8 9] 


lA = 
1 2 3 
4 5 6 
kẢ 8 9 





Khi nhập vào ma trận như trên, Matlab tự động lưi ến ma trận A 
trong Workspace, bạn có thể tham chiếu đến nó chỉ đơn giản nhập vào A. 


'Véc tơ hàng là ma trận 1 x n gồm 1 hàng và n cột: 
>> A=[1,2,3, 4,5] 


lA = 


'Véc tơ cột là một ma trận cỡ m xI, gồm một cột và m hàng: 
>> A=[1;2;3;4;5] 


A 


rà bò Rẻ 
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Sử dụng dấu * * * để chuyển đổi qua lại giữa các vec tơ hàng và 
VếCtƠ CỘI: 

>> Ay 

lans = 


1 H 3 4 5 


8.3.2. Chỉ số ma trận, véc tơ 

Phần tử ở dòng ¡ cột j của ma trận A được kí hiệu A(ij). Chẳng 
hạn, A(4,2) là phần tử ở hàng, bốn, cột hai của ma trận A. Khi muốn truy 
xuất giá trị của phần tử hàng ¿, cột j, ta viết A(i.j). 








Ma trận 
>> A=[1 2 3;4 5 6;7 8 9] 
Ahè 
Ä 2 3 
4 5 6 
7 8 9 


>> A(2,3)=10 


A= 
1 2 3 
4 5 10 
7 8 9 





>> B=A(2,1) 
B= 


4 











Ta cũng có thể tham chiếu đến các phần tử của một ma trận bằng 
một chỉ số duy nhất A(K), cách này thường dùng để tham chiếu đến các 
phần tử của vector hàng hoặc cột. Tuy nhiên, ta cũng có thể áp dụng cho 
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các ma trận hai chiều, trong trường hợp này chỉ số là vị trí của phần tử 
trong ma trận. 





lA = 
1 2 3 
4 5 10 
7 8 ° 

>> A(2) 

ans = 
4 

>> A() 

lang = 
2 

>> A(8) 

ans = 
10 


Nếu ta truy xuất vào phần tử ở bên ngoài ma trận Matlab sẽ báo lỗi: 


>> A(4,2) 
??? Index exceeds matrix dimensions. 


Ngược lại, nếu ta gán một giá trị cho một phần tử ở bên ngoài ma 
trận thì kích thước ma trận sẽ tự động tăng lên đề cung cấp vị trí cho các 
phần tử mới. 


>> x=A 

l„ = 
1 2 3 
4 5 10 
7 8 s 


>> #(4,2)=5 





lx 


ae 

te 0p) 
" 
° 
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Truy xuất vào hàng thứ í, cột bất kỳ của ma trận A ta thực hiện 
A(,:). Ngược lại, khi cần truy xuất vào hàng bắt kỳ, cột j của ma trận A 
ta thực hiện A(:,J). Như: 


A= 
bỀ 2 3 
4 5 10 
7 8 b) 


phần tử hàng của ma trận A. 
>> A(2,:) 


ang = 
4 5 10 


'Và phần tử cột của ma trận A 


>> A,1) 
ang = 

k 

4 

7 


Toán tử "*;” đây là một trong những toán tử quan trọng nhất của 
Matlab, nó xuất hiện trong các dạng khác nhau. Biêu thức: 
>> a=1:5 


la = 
1 2 3 4 5s 


Với khai báo như trên ta thu được một véc tơ có một hàng, năm cột 
với bước nhảy mặc định là một. 


Đê định giá trị bước nhảy ta khai báo như sau: 
>> b=10:~1:5 


b= 
10 L 8 7 6 5 


Khai báo chỉ số phần tử của ma trận A(1:kj) nghĩa là lấy các phần 
tử ở dòng một đên dòng & vả cột j của ma trận A. Ví dụ. cho ma trận Á: 
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1 2 5 4 


|5 6 17 8 
_|J9 10 11 12 
13 14 15 16 


Để lấy giá trị các cột 2 của ma trận A, ta nhập: 


>> A42) 
ans= 

2 

6 

10 

14 


Khi khai báo A(:,end) có nghĩa là lẫy các phần tử ở hàng bắt kỳ, cột 
cuối cùng của ma trận A. 


A= 
1 2 3 
4 5 10 
kủ 8 ° 
>> A(:,end) 
lang = 
3 
10 
L 


Truy xuất vào ma trận con của một ma trận, ví dụ B¿¿ là ma trận 
con của ma trận A„„„ ta thực hiện như sau: 


A= 
% 2 3 
4 5 10 
. 8 9 


>> B=A([2 3],[1 3]) 


B= 


" 
» 
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Nếu muốn truy xuất vào phần tử cuối của hàng hoặc cột trong một 
ma trận ta có thê thực hiện như sau: 


A= 
1 g: 3 
4 5 10 
7 8 g 

>> A(2,end) 

ans = 
10 

>> A (and, 1) 

lang = 
? 


Xóa một hàng hoặc một cột của một ma trận thực hiện phép gán 
hàng hoặc cột cân xoá bỏ bằng *[ |”: 





A*= 
3 
10 
9 
lA = 
1 2 3 
# 8 ° 
>> A(:,2)=[1 
lA = 
1 3 
7 g 


Thêm vào một ma trận một hàng hoặc một cột ta thực hiện như sau: 
A= 
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>> A(4,:)=[10 11 12] 


BmứnN 
No m 0) 


# 1: 


8.3.3, Các hàm liên quan đến xử lý ma trận 





























'Tên hàm Mô tả 
size Cho biết kích thước của ma trận 
median Tính giá trị trung bình của ma trận 
max Tìm phần tử lớn nhất trong ma trận 
min Tìm phần tử nhỏ nhất trong ma trận 
mean Tính giá trị trung bình của dãy 
sum “Tính tông của một ma trận 
length Hàm trả về chiều dài của một mảng. 











8.3.4. Một số hàm tạo nhanh ma trận 


























'Tên hàm Mô tả 

eye(m,n) Tạo ma trận đồng nhất có kích thước mxn 

eye(n) Tạo ma trận vuông đồng nhất có kích thước nxn 

Zer0(m,H) Tạo ma trận có kích thước mxn với tắt cả các phần tử 
bằng không. 

0nes(m,n) Tạo ma trận có kích thước mxn với tất cả các phần tử 
băng một 

diag(A) Chéo hóa ma trận A. 

rand(m,n) Tạo ma trận ngẫu nhiên có kích thước mxn 
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8.3.5. Các phép tính trên ma trận 
































Phép tính Chú thích 

+. Công hoặc trừ hai ma trận cùng kích thước 
A*B Nhân hai ma trận A và B 

A/B Chia hai ma trận (chia phải) A và B 

Aw Chia trái hai ma trận B và A. 

A.*B Nhân từng phần tử của hai ma trận A và B. 
AB Chia từng phần tử của hai ma trận A và B 
A.B Chia từng phần tử của hai ma trận B và A. 
V^ Mũ cho từng phần tử của mảng, 











8.4. CÁC LỆNH VẼ ĐÒ THỊ (BIÊU ĐÒ) CƠ BẢN 


8.4.1. Đồ họa trong 2D 
Các bước đồ họa: 


Bước 


MATLAB code 





1. Chuẩn bị dữ liệu 


2. Chọn cửa số và vị trí 
của đối tượng đồ họa 
trong cửa sô. 

3. Gọi hàm vẽ đồ thị 

4. Xác định thuộc tính cho. 
ình như kiêu đường, màu 
SắC,... 

5. Xác định các thuộc tính 
của axis, axes, lưới vẽ. ... 





6. Chú thích cho đồ thị: 
labels, legend, text,.... 








0:0.1:2*pi; 
in(X)¿; 








figure ( *Name*, “Hinh sine?); 


subplot (2,2,1); 


h =plot (X,Y); 


set (h, 


axis([~1 6 -1.2 1.2])¿ 


grid on; 


xlabel (*X*); 
y1abe1 (*Y=§1N (X) *)¿ 


MuineStyle°,°~*,*Color°,°r?) 


| title(C*po thi hình sin sine”); 
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7. Xuất kết quả: 








Cú pháp Giải thích 
plot(XI,Y1/tên — | Vẽ từng cặp điểm [XI Y1] trên hệ trục toạ độ với 
thuộc tính ','giá trị | các thuộc tính xác định. 
của thuộc tính") 





x= 0:pi/100:2*pi; 


h=plot (x,y) 


y = sin()z 





Gán nhãn cho các 
trục toạ độ 


xlabel('x = 0:2\pi") 
ylabel('§ine of x") 





Gán tiêu đề cho đồ 
thị 


tỉtle(*Plot of the Sine 
Function", "FontSize",12) 





Vẽ nhiều cặp điểm 
dữ liệu trên cùng 
một đồ thị 


y2 = sin(x-.25); 
y3 = sin(x~.5); 
plot (x,y,x,y2,x, y3) 





Gán nhãn cho đồ 
thị 


1egend ("sin (x) ", "sin (x~.25) *„"sin (x~.5) °) 





Định kiểu đường và 
màu cho đối tượng 


plot (x„y, 'màu kiểu đường kiểu đánh dẫu") 
Màu: 'C', 'm', 'y*, 'r', "g1, 'b!, 'w!, 
và '"k'" 











cho đường liên, "9 cho 
đường đứt, + cho điểm, ® cho 
điểm gạch, 'none' cho không có đường. 

Kiểu đánh dấu: '+', 'o', !* 
tận, TA, ty dt cty Tpt, 








tự, tát, 








Định bề rộng nét vẽ 


LineWidth 














Định màu trên cạnh | MarkerEdgeColor 
của dâu 

Định màu nền cho | MarkerFaceColor 
dấu 

Kích thước dấu MarkerSize 

Giữ lại đồ thị trước | hold on 





Mở một cửa số mới 


figure( “thuộc tính",`giá trị thuộc tính") 








Định toạ độ cho nét 
Vẽ 





set (h, "XData ', x„ "YData ', y) 
1213511991315%559593% 
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Cú pháp 


Giải thích 





clear all;cle; close all 
£igure (*doublebu££er*, "on") 
t=0:0.01:2*p1z 
x=5*cos(t); y=5*sin(t); 
hold on 
h= plot(x,y, "r"); 
h1=p1ot (x(1),y (1), "bp*); 
axis([~10 10 ~10 10]) 
axis square, grid o££ 
set (hự 'EraseMode !„ "xor', "MarkerSize',18) 
for 1=1:s12e (x„2) 
đrawnow 
set (h1, "XData",x (1), 'YData",y(1)) 





Pause (0.00) 
end 





Vẽ nhiều đồ thị 
trên một cửa sô 


subplot (my nạp) 





clear all; clc; close all 
t~0:0.5:2*p1; 

x=5*cos (t)z 

y1~5*sin (E)z 

Y2=3*cos (t)+t.^2 

subplot (2,1,1); 


plot (t„y1, 'r~= 
P*¿ 'LineWidth", 2, 'MarkerEdgeColor ", 'b',... 


*MarkerFaceColor", 'm', 'MarkerSize!',15) 





grid on 
subplot (2,1,2) ¿ 
plot (t,y2, "b*) 





Điều khiển hệ trục 
toa đội 


axis([xmin xmax ymin ymax zmin zmax]) 





Điều khiển lưới vẽ 


grid 





Định vị trí của hệ 
trục toạ độ trên cửa 
số 


axes( “thuộc tính", giá trị thuộc tính") 








Định hệ toạ độ hiện 
hành 





set(gcf.'CurrentAxes'.findobj(tag',tên tag')); 
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Cú pháp Giải thích 
Thể hiện giá trị | pcolor(X.Y,C) 
bằng bảng màu 
Định thuộc tính | shading flat 
màu shading faceted 
shading interp. 
Thanh giá trị màu colarbar 
+%+%5%%%99%5%%%5%5% 





clear all;clc; close all 
x=1:10; y=1:10; 

(X Y]=meshgrid (x, y) 

2=cos (X) +Y,^2+sin (Y.^2+X) texp (~X) ; 
hold on 

contour (X,Y,Z,10) 

pcolor (X,Y,) 

shading interp 

colorbar 

hold o££ 





Tô màu đa giác 2D 


fi11(X,Y,C) 

clear all; clc; close all 
t~0:0.01:2*p1; 
x=5*cos(t); y=5*sin(t); 
hold on 

£i11 (X„yy tr) 
£i11(x/2,y/2, *b*) 
axis([~10 10 ~10 10]) 
axis equal 











'Vẽ đường bao 





contour (X,Y,Z) 
3939335333939399339999999% 
clear all; clc; close all 
[X,Y] = meshgrid(~2:.2:2,~ 
5 = X.*exp(-X.^2-Y.^2); 
[C,h] = contour (X,Y,Z)¿ 
clabel (C,h) 

colormap cool 
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Cú pháp. Giải thích 





Về trường vận tốc | auivez (#„Y,U,V) 

333555555555555555555%% 

clear all; cle; close all 

[X,Y] = meshgrid(~5:.8:5) ; 

inline ('log(1 + x.^2 + y.^2)+cos (x) * 
ryg? 

















O = inline(*x', "x', 'y" 
U = P(,Y); V = O(X,Y); 
quiver(X,Y, U,V, 'm'); grid on; axis 
equal 

Vẽ đường thắng lỉne(X,Y,4,'tên thuộc tính', 'giá trị 


thuộc tính") 
395953399555513999555939% 
clear all; clc; close all 
t=0:0.01:2*pi1; 
x=5*cos(t); y=5*sin (t)¿ 
£igure ("doub1ebu££er*, 'on") 
hold on 
plot (x,y, 'r*) 
h=line([0 x(1)]1,(0 y(1)],*1inewidth",2) 
axis([~10 10 ~10 10]) 
axis square; grid o££ 
for i=1:size(x,2) 
drawnow 
set (h, 'XData*, [0 x(4)]„ 'YDatat, [0 
y()]) 
end 





xectang1e (*Position ', [x„ y,w,h], 
*Curvature"*,[x,y])) 
$$%$%%5%%%9%%%%%$%%9$%%%%%%9%% 

clear all; clc; close all 


rectangle ("Position", [1,2,5,10], 'Cuzvatur 
e1,[0,0],... 


*FaceColor'*,!'r!*) 
xl1im([0,7]) 
y1im([1,13]) 








movie(M) Mô phỏng động 
movie(Mn) %%9%9%%%9%9%9%99%%9999%$%% 
clear all; clc; close all 
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Cú pháp 


Giải thích 














movie(M,n,fps) n = 300; s =.02; n£rames = 50; 
movie(R,...) x = rand(n,1)~-0.5; y = rand(n,1)~0.5; 
movie(h.M.n.fpslo |” — P}at Ez v1. )7 
©) set (h, 'MarkerSize",18) ¿ 
axis([~1 1 -1 1]); axis square; grid off 
for k = 1:nframes 
x= x + s*randn(n,1); 
V = y + s*randn(n,1); 
set (h, 'XData ', x, 'YData ' y) 
M(k) = getframe; 
end 
movie (M, 30) 
polar(theta,rho,Lin | Vẽ trong toạ độ cực 
e§pec) %%5%5%555%5%%9%99%' 














tn 0:.01:2*pi 
polar (t,sin (2*t) .*cos (2*t), 





r!) 




















Tải ảnh lên giao |imageämreadđtên và đường dẫn file 
diện ảnh'),'tag''hình); 

1%5%%%%%%%%%%5%%%%%%%%%%9%9%% 

clear all; clc; close all; 

Scrsz = get (0, "§creenSize"); 

h=£figure ("position ', [scrsz (3) *0.3555/2 

scrsz (4) *0.3229/2 scrsz (3)*0.6445 

scrsz (4) *0.67T1], 

?DoubleBuffer *, "on", "numbertitle", "o££ tu" 

name ',.... 

' Mo Phong Dao Dong Khong Can Hai 
BTD*, 'resize", "on ",... 
"menubar ', 'none', "color", [0.764 0.767 

0.561]); 

h7=axes ("position "„ [0.1 0.13 0.8 

0.8], "tag", "hinh *) ; 

set (h7, "xEick*, []„ "yEick*, []„ 'box*, ton*) ; 

set (gc£f, 'CurrentAxes", £indobi ("tag", "hình 

"tt 

hinh=image (imread (*gir1s.jpg"))z 

set (gca, "xtick*„ []„ "yEick*, []„ "box", "on*) 
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8.4.2. Đồ họa trong 3D. 





Cú pháp 





mesh(X,Y,Z,huộc 
tính,"giá trị của thuộc 
tính) 


Vẽ lưới 


$%%%%%%99%%%% 





clear all; clc; close all 
[x¿y] = meshgrid(~3:.125:3) 
z ~ cos(x.^2)+sin(y-x)¿ 
mesh (X, V„Z) ¿ 





surf{(X,Y,Z,'thuộc 
tính, "giá trị của thuộc 
tính") 


'Vẽ mặt lưới 3D 

%959 

clear all; clc; close all 

theta = 0:.1:2*pi; theta (end) =0; 

phi = 0:.1:2*pi;phi (end)=0; 

r“2; 

x ~ r*cos (phi) *cos (theta) ; 

Y “ r*cos(phi*) *sin (theta); 

E - 
z*sin (phi ') *ones (1, size (theta,2))¿ 





SuF£ (x,V,Z) 
axis equal 














sphere Tạo hình cầu 
sphere(n) v199999999% 
[X.Y/Z] = sphere(...) 2phere 

axis equal 
[X.Y,Z] = cylinder 


[X.Y,Z] = cylinder(r) 
[X.Y,Z] = cylinder(r.n) 
eylinder(...) 





"Tạo hình trụ 





cylinder 
axis square 





8.5. LẬP TRÌNH SCRIPTS TRÊN MATLAB 


8.5.1. Tập tin *.m 


Tập tin của Matlab có phần mở rộng *.m, có hai loại file *.m: script 


files và function files. 


SCRIPTS: là hình thức đơn giản nhất của M-file bởi vì nó không 
có thông số vào và ra. Chúng là một tập hợp các lệnh và các hàm của 
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Matlab. Scripts hoạt động dựa vào đối tượng tồn tại trong Workspace. 
Tắt cả các biến tạo ra trong scripts đều có thê sử dụng sau khi scripts kết 
thúc. Ví dụ: 


% Seript file firstgraph. 
x = p{/100:pi/100:10*pä; 
Yy = sin(%)./%; 

plet (,y) 

grid 

FUNCTION: là scripts tuy nhiên có thêm đối 









một workspace riêng, các 
mà ta thực hiện trong scripts hay ở command line. 


Các thành phần cơ bản của một hàm (/wnefion): 
— Dòng định nghĩa hàm. 
— Dòng cho biết ý nghĩa của hàm (Đồng H1). 
= Dòng chú thích ý nghĩa của hàm (Đồng Help line). 
— Nội dung của hàm. 


Dòng định nghĩa hàm cho biết tên của hàm và các đối số của hàm 
được minh họa như sau: 


function y = average(x) 


Tham số hàm (argumaents) 

Tên hảm (funetion name) 

Tham số đầu ra (output argument) 
Từ khó (keyword) 


lÌI 


P „Việc đặt tên hảm cũng có rảng buộc giống như việc đặt tên biến: 
bắt đầu bằng tên hàm bằng kí tự tiếp theo là các con số và dấu gạch dưới. 








.Đối số của hàm, nếu hàm có nhiều giá trị trả về thì ta đặt tắt cả các 
đối số này trong dấu ngoặc vuông [] 





function [x,y,z]= sphere(theta, phi, rho) 
Nếu hàm ĐH 2 có giá trị trả về ta có thể đẻ trống hay đẻ dấu *[]` 


t_result (x) hay function 
Œœ) 
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Để biết cầu túc và công dụng của hàm, ta dùng lệnh *felp #enham'”. 
Ví dụ bạn gõ hefp sỉn tại dòng nhắc MATLAB có kết quả như sau: 
>> help sin 
sin _ Sine of argument in radians. 
sin(X) is the sine of the elements of X. 


See also asin, sind.. 


Owerloaded methods: 
codistributed/sin 
//Sin 


Trong Matlab, chúng ta có thể chú thích trong quá trình lập trình. 
Dòng chú thích là dòng bất đầu với dấu %. Dòng chú thích có thể xuất 
hiện bắt cứ đâu trong *zm (tập tin của MATLAB) và ta có thể đặt ở cuối 
dòng lệnh. Ví dụ: 


%% Tỉnh tong cac phan tu 





y=sum(x) % su dung ham sum 


Đê sử dụng hàm, ta gọi hàm ở dòng nhắc Matlab hay bắt , cứ nơi 
nào trong * (tập tỉn của MATLAB) chắc rằng các thông số cần thiết 
cho hàm đủ là được 


Khi gặp một tên mới hàm MATLAB: 

1. Kiểm tra xem có phải là tên biến hay không. 

2. Kiểm tra xem có phải là hàm con (subfunction) và hàm riêng 
(private funcuon); hàm năm trong thư mục con của thư mục 
n3 hành gọi là hàm riêng hay không. 

.. Kiểm tra xem hàm này có trong đường dẫn hiện hành hay không. 

Để kiểm tra biến vào và ra của một hàm, ta sử dụng hai hàm sau: 

nargin và nargout đề kiêm tra thông số vào và ra của một hàm. 


Ví dụ: 
functrion c = testargl (a,b) 


‡£ (nargin 





cx“a 

elsei£f (nargin == 2) 
c=“a+bz 

end 
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8.5.2. Hàm inline và lệnh feval 
Đề định nghĩa một hàm ta có thê sử dụng hàm inline 


in1ine ("sqrt (x.^2+y.^2) "„ "tk", ty") 





Inline function: 
f(x,y) = sqgrt(x.^2+y.^2) 
Khi cần tính toán giá trị của hàm ta có thể nhập: 
£(3,4) 
ans = 
LÌ 
Hay ta có thê nhập: £eva1 (£, 3,4) 


8.6. CÁC VÒNG LẬP VÀ LỆNH ĐIÊU KIỆN 
8.6.1. Vòng lặp “for” 
Cú pháp 
or index = start:increment:end' 
câu lệnh; 


end 


sart và end lần lượt là giá trị bắt đầu và kết thúc của imđex, 
ineremenf là bước nhay. nêu không cài đặt bước nhảy thì MATLAB mặc 
định inerememt = 1, mỗi lần lặp sẽ kết thúc khi gặp từ khóa end. Việc 
đầu tiên khi thực hiện vòng lặp /ør là MATLAB kiêm tra xem sẽ lặp bao 


nhiêu lần, sau đó mới bắt đầu thực thi vòng lặp. 














Không sử dụng cấu trúc for Sử dụng for 
k^“ 1:10; A = zeros(10); 
A = sin (k) "*cos (k)¿ for k=1:10 
for 11:10 
A(k,1) = sin(k)*cos(1)¿ 
end 
end 
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8.6.2. Vòng lặp “while” 
Cú pháp: 
while (điều kiện) 
câu lệnh; 
end 
Đối với vòng lặp wlile thì số lần lặp không xác định, số lần lặp phụ 
thuộc vào điểw kiện đúng hay sai. Trong khi điều kiện còn đúng thì vòng 
lặp vẫn còn tiếp tục vì vậy trong phần lệnh của vòng lặp whife luôn có 
điều kiện để dừng vòng lặp. Trong quá trình xây dựng và chạy thử 
chương trình nếu rơi vào vòng lặp vô hạn thì bạn nhắn tô hợp phím: 
Cirl+(pawuse/brreak) đề kết thúc chương trình. Ví dụ: 
n = input('Enter n:'"); 
§n = 0; k“= 0; 


while k<= n 








kek+1 
§Sn = §n + 1/k; 
end 
disp("S5n = "); disp(Sn); 
8.6.3. Cú pháp điều kiện “if" 
Cú pháp: 
ÿ (biểu thức) Ùƒ (biểu thức) iƒ (biểu thức 1) 
lệnh; lệnh; lệnh; 
end else elseiƒ' (biểu thức 2) 
lệnh; lệnh; 
end ©lsejƒ... 
else 
lệnh; 
end 














Ví dụ: (Dạng 1) 


x= input('x = "); 
1£ x<0 

x=—; 
end; 
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đisp(Tlx | = ")¿ 
đi sp (%) 

Ví dụ: (Dạng 2) 
x= input('Nhấp x:") 
1£ x<=L 
Y = abs(x+1) 
else 
y = abs(x-1) 
end 
disp ("xe") 
disp (%) 





disp ('y= 
disp ty) 
Ví dụ: (Dạng 3) 
1£ temperature > 100 
disp(*Teo hot - equipment malfunctioning.") 
elseif temperature > 90 
disp(*Normal operating range.”) 
elseif temperature > 50 
disp('Below desired operating range.") 
else 
disp(*Too cold - turn of£ equipment.*) 
end 
8.6.4. Cấu trúc “switch-case”" 
Cú pháp: 
switch (biểu thức) 
case điều kiện _I 
Lệnh 1; 
case điều kiện _2 
Lệnh 2; 
case điều kiện n 
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Lệnh n; 
otherwise 
Lệnh (n+1); 
end 
Ví dụ: 
clear al1;elc; 


£fprintf(" Án"); 








fprint£ ("Selec: 





fprintf£( 
fprintf(" 1 - pi\n"); 
fprintf(" 2 - e \n*); 
An); 





fprintf(' 3 - Í 
fprintf£ ('=== —===eNn")z 


n = input('input the value o£ 





switch n 

case 1 

disp('Pi = ");disp(pi); 
case 2 

đisp('e = ");đisp (exp (1))¿ 
case 3 

disp('{ = *);disp(1); 
otherwise 


disp("Nothing to display")z 


8.7. BÀI TẬP 
Bài 8.1. Tạo ma trận như sau: 


1 0 3 
3 2:1 
Vệ b 
1 0 9:8 
6 7 84 


“Tính ma trận chuyên vị, ma trận nghịch đảo của A bằng MATLAB. 
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Bài 8.2. Cho véc tơ sau: 

Y=[-2 12 -1 5] 

Tính ma trận chuyển vị của Y. Thực hiện phép tính 
X=inv(A)*(Y'). Trong đó A là ma trận từ Bài 8.1. 
Bài 8.3. Cho hệ phương trình sau: 


(0.9)a+b=I.I 
(2.3)a+b=1.6 
(3.3)a+b=2.6 


(4.5)a+b=3.2 
Biểu diễn hệ trên bằng ma trận A.x = Y. Trong đó, A là ma trận hệ 
số, x là véc tơ cột chưa biến a và b (x=[a Đ]) và Y là véc tơ cột chứa 


thành phần còn lại của hệ trên. Khai báo A và Y trong MATLAB, sau đó 
tính biến x bởi công thức sau: x=inw(A'* A)*(A'*Y). 
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CHƯƠNG 9: 
NỘI SUY - NGOẠI SUY BẰNG MATLAB 


9.1. NỘI SUY SỬ DỤNG HÀM TRONG THƯ VIỆN MATLAB 
9,1,1. Nội suy một chiều: interp1 

Như trình bày ở Chương 2, nội suy là tìm một hàm số đi qua tất cả 
các điểm dữ liệu cho trước. Đê thực hiện điều này, chúng ta cân phải giải 
hệ phương trình chứa hệ số của hàm nội suy cho trước. Các hệ phương 
trình này thường số biên và số phương trình rât lớn. Do đó, việc giải tay 
là không thê. Vì vậy, đê giải các vân đề này, ta dùng các lệnh nội suy 
trong MATLAB. Đôi với phép nội suy một chiêu, ta dùng lệnh “ïnterp1” 
với cú pháp như sau: 











Cú pháp Giải thích lệnh 





Trả về véc tơ giá trị y, tương ứng với véc 
v.= interpl(X,Y,x,) tơ có giá trị x, dựa vào phép nội suy của 
tập dữ liệu X, Y. Véc tơ X xác định điêm 
tại đó giá trị của hàm đã biết. 











Nội suy dữ liệu theo những phương pháp 
khác nhau: 

® 'nearest: 

3 ~inepI(X,V.x,method) |, "linear: nội suy tuyến tính (mặc định) 
« 'spline': nội suy đường cong bậc ba 

® 'pchip, 'cubic': nội đường cong Hermit 








Chương trình so sánh các phương pháp nội suy một chiều với kết 
quả được thê hiện ở Hình 9.1 như sau: 


clear all;clc; 
x= 0:10; 
y = sin(); 


xi =0 





-25:10; 


y1 = interpl(x,y,x1)z 
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y2 = interpl (x,y,x1, 
y3 = interpl (x,y,x1, 


V4 = interpl(x,y,x1, 





V5 = interpl(x,y,x1, 

grid on 

hold on 

hỉnh=plot (X„ ÿ, "©°,x1, y1, "b*) 

hinh=pLlot (x1, y2, "£",x1,y3, "g",X1,... 
y4,°"k*",x1,y5,°m") 

x1abel (*x");y1abel ("y=sin (x) "); 





1egend ("data'*, '1inear', "neare: 


"apLine', 'pehip", "cubie*) z 


05- 





do \ ị 


-ø| nearest 


Hình 9.1: Nội suy một chiều bằng lệnh trong MATLAB 


9.1.2. Nội suy một chiều đa thức bậc ba: spline 
Lệnh y,=spline(X.Y.x,) trả về véc tơ giá trị y, tương ứng với 

véc tơ có giá trị x, dựa vào phép nội suy đa thức bậc ba của tập dữ liệu 
X, Y. Véc tơ X xác định điểm tại đó giá trị của hàm đã biết. Ví dụ: 

clear all; clc; 

x= 0:10; 

y= sin (); 

xx = 0:0.25:10; 
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Yy=spline (x, V„ xx) ; 
plot (x,y, "o',xx, Vy) 


xlabel("x*)¿ ylabel Œ)*); 





1egend ("data*„ "sp1ine*) ; 


grid on; 


với kết quả của dòng lệnh trên được thẻ hiện ở Hình 9.2. 


tr r z x 


08- + 
šo : 
l 

5: 1 

dua 
sgine 
§ ® 10 





bằng lệnh “spline "" 


9.1.3. Nội suy đa thức dùng hàm “polyfit° 


p= polyfit(x, y.n) tìm hệ số của đa thức bậc n thỏa các điểm dữ 

liệu cho trước. Kết quả p là ma trận hệ số của đa thức có dạng 
Pp(x)= p,X" + px” +...+ pạx+ p,„,. Ví dụ: 

clear all;clc; 

x= 0:0.1:5; 

y = sinte); 

£ = polyfit (x„y,3) 
Yy = polyval (f,x); 
plot(X,y,'.',X,yy, 
x1abel (*x*);y1abel (+ 





{n(x) " 





grid on; 


1egend ("data", "cubic spLine") 
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ceubic splne __ 





-5- 





Hình 9.3: Nội suy một chiều bằng lệnh “polyfit” 


9.1.4. Nội suy hai chiều: interp2 

Là phương pháp nội suy giữa các điểm dữ liệu đã có, đi tìm giá trị 
của hàm hai chiều ƒfx,y) dựa trên những điểm dữ liệu được cung cấp 
(Hình 9.3). 


Điểm được nội suy P(x,y,,2,) 







fxy) 


Điểm lưới (X,Y,Z) 


Hình 9.4: Nội suy hai chiều 








thích lệnh 








Trả về véc tơ giá trị z, tương ứng 
) dựa 


vào phép nội suy của tập dữ liệu X, 
W.Z. 


với cặp véc tơ có giá trị ( 
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interp2(X,Y,Z, x,, y,„method ) 


Nội suy dữ liệu hai chiều theo những 
phương pháp khác nhau: 
® 'nearesL: 


® linear: nội suy tuyên tính (mặc 
định) 


s 'spline': nội suy đường cong bậc bị 


s 'cubic': nội đường cong Hermit 








9.2. NỘI SUY SỬ DỤNG PHƯƠNG PHÁP SÓ 
9.2.1. Phương pháp nội suy Lagrange 
Chương trình nội suy đa thức Lagrange như sau: 

clear all; 

cle; 

x= [~2 ~L 12]; 

y=[-600 6]; 

xx = [-2:0.02:2]; 

n = lengch(x); 

1£ (size(x,2)~=size (y,2)) 


£fprint£(1,'"\1oi!\chieu dai x va y phai bang 
nhau\n*); 


Y=NaN; 
else 
for k=1:1ength (xx) ¿ 
1=ones (n,1)z 
for i=l:n 
for j~=1:n 
1£ (1~=3) 
1(1)=L(1).* (xe (K) ~# (3) ) / 01) = 

xÖ))? 


end 
vy(k)=0; 
for i=l:n 

Yyy(K)*yy (K)+y (1)*1(1)7 
end 
end 

end 

ploE Go, yy, !b°, Xu Vy !OE")¿ 

x1abel (*x*);y1abel ("ty"); 


1egend (*Lagrange*, "data *) ; 
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Kết quả của hàm trên được thê hiện ở Hình 9.6. 


4L T H 
sÉ : D 
¡ 


16 1 05 0 05 1 152 


Hình 9.6: Chương trình nội suy Lagrange 


9.2.2. Phương pháp nội suy Newton 


Đa thức Lagrange thực sự hiệu quả trong việc nội suy giữa các 
điệm dữ liệu. Tuy nhiên, nêu như ân tăng | bậc đa thức nội suy hoặc số 
điểm dữ liệu thay đôi, ta phải bắt đầu lại tất cả việc tính toán. Để khắc 
phục điều này, ta sử dụng đa thức Newton. Chương trình nội suy đa thức 
Newton: 


clear all; 





clc; 

x= [~2 ~1 12]; 
y=[~-6 006]; 

xx — [~2:0.02: 

N = newtonp (%„y)¿ 





Yy=polyval (N,xx) ; 

Plot (xX,yY, °——-b°,X,y, "+r°)¿ 
x1abel (*")zy1abe1 ("y"); 
1egend ("Newton ', 'data *) ; 
function [n]=newtonp (x„ y) 
N=length (x) ~1z 

Di 





2eros (N+1,N+1) ¿ 
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DD(1:N#1,1)=y"*¿ 
for k=2:N+L 
for m=l:N+2-k 
DD (mự k) = (DD (m+1„ k~1) ~DD (mạ k~1) ) / (x(m+k-1) - 


x(m))z 
end 
end 
a=PD(1,:)z 
n=a (N+1); 
for keN:-1:1 
n=[n a(k)]~ [0 n*x(k)]; 
end 


Kết quả thể hiện ở Hình 9.7. 


4 


4- 8H 
dan 

sÉ T 

2 5 1 05 0 05 1 16 2 


Hình 9.7: Chương trình nội suy Newton 


9.2.3. Phương pháp nội suy đường cong bậc ba 


Lý thuyết đường nội suy đường cong bậc ba được trình bày trong 
phần 2.1.3. Để tìm giá trị nội suy của phương cong bậc ba, chúng ta cần 
phải lập trình. Chương trình nội suy đường cong Cubic bậc 3 của Ví dụ 
2.2 trên Matlab như sau: 


clear a11; 
format long; 
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% the g''0 and g''n condition 


% i£ known prior KBC=0 esle using extrapolation 
KBC=l; 


KBC=1; 


x=[0 0.1 pi/⁄4 pi/2 3*pi/4 pi 5*pi/4 3*pi/2 7*pi/⁄4 
2*pi-0.1 2*pi]; 


f=(0 0.099833 0.707106 1 0.707106 0 ~0.707106 ~1 - 
0.707106 -0.099833 0]; 


xA=[0:2*pi/200:2*pi]; 
np=size (x,2) 
% calculating hi=xi+l - xỉ 
for i=l:np-l; 

h(1)=x (1+1) ~x (1); 
end 


% establishing the coefficient matrix of g'"" 


if KBC: 





1 





Ae=zeros (np~2) ; 

AC (1/1)=4*h (1)+2*h (2); 

Ac (1,2) =h (2) ~h (1); 

A€ (np~2„np~3) =h (np~2) ~h (np~1) ¿ 

A€ (np~2, np~2) =2*h (np~2) +4*h (np~1) ; 


for Ì: 





:np-3 
Ac(1„1~1)=h (1)z 
Ac(1/1)=2*(h(1)+h(111))z 
Ae (1 1+1) =h (#1); 


% establishing the value of vector £ 
Êc=zeros (np~2, 1) z 
for i=1:np-2 


fc(1)=6*(1/h(1)*£(1)- 
(1/h(1)+1/h(1+1))*£(1+1)+1/h(1+1)*£(112)); 
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end 





elseif KBC==0; 
% signing the value o£ ddg1 and ddgn 


ddg1: 








Ac=zeros (np~2) z 

Ac (1,1)=2*h (1)+2*h (2) ¿ 

Ac(1,2)=h (2)z 

Ac (np~2„np~3) =h (np~2) ¿ 

Ac (np~2,np~2) =2*h (np~2) +2*h (np~1) ; 


for 1=2:np-3 
Ae(1,1~1)=h(1)z 
Ae(1,1)~2* (h(1)+h (1*1)) 
Ae(1,1+1)=h(1*1)z 


end 


% establishing the value of vector £f 
fe=zeros (np~2, 1) ; 
for i=1:np-2 


fc(1)=6*(1/h(1)*f(1)~ 
(1/h(1)*1/h(1+1))*£(1£1)+1/h(111)*£f(112))2 


end 


$ adding the value o£ second derivation to 
and last point 


£c (1) =£c (1)~h (1) *ddg1; 
£c (np~2) =£c (np~2) =h (np~1) *ddgn; 


end 


gc=inv (Ac) *fc; 
i£ KBC==0 

ge = [ddgl; ge; ddgn]; 
else 


gc=[0;gc;0]; 


first 
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gc (1)=2*ge (2) ~gc (3) z 
9c (np) =2*gec (np~1) =ge (np~2) z 
end 
$% caleulating ge(xA) 
% Checking the value xA inside the range of x 
+£ min (x) >min (xA) | [max (xA) >max (x) 


disp('the range of xa outside that of x. Stopping 
interpolation" 





return; 


end 


npA=size (xA,2)z 


for i=1:npA 
for 3=1:np 
1£ x(3) <=Ã (1) &&xã (1) <=x (3+1) 
s=xA (1) ~ (3); 
break; 


gexA (1) =£ (3) + ( (£ (4+1) ~£(3))/h(3)~ 
(gc (j+1)+2*gc (j)) /6*h(3))*s+... 


gc (j)/2*s^2+ (ge (J+1) -gc (3)) /(6*h (3))*s^3; 
end 
gcxA-gcxA " 
fxA =sin (xÃ) " 
err=abs (fxA~gcxÀ) 
Plot (XÃ, gcxÀ, "—.bÐ"*,x„£, "Or°")ÿ 
grid on; 
xlabel (*x*)¿ylabel ("y*); 
1egend (*Cubie", 'data*) 
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Kết quả nội suy Cubic của Ví dụ 2.2: 


1m x>—— : _ 


08- 


08- 


B1 2 8. 4 


5 


tÿ, 


s 


Hình 9.8: Nội suy Cubic bậc ba 
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: CHƯƠNG 10: n 
GIẢI PHƯƠNG TRÌNH, HỆ PHƯƠNG TRÌNH 
BẢNG MATLAB 


10.1. SỬ DỤNG HÀM TRONG THƯ VIỆN MATLAB 
10.1.1. Sử dụng hàm solve 








Cú pháp Mô tả 
g =solve(eq) Giải phương trình eg =0 với biến 
mặc định được tìm thấy trong 





hàm findsym 





g =solve(eq,var) Giải phương trình eq =0 với biến 
được nhập vào. 





Giải phương trình: 
6q =10x°+e"=10 





clear all xe= 


c1c 0.872225 
x=solve ("10*x^2+exp (x) =10) 








10.1.2. Sử dụng hàm roots: tìm nghiệm đa thức 





Cú pháp Mô tả 





r =rootS(€) Trả về véc tơ cột có các phần tử 
là nghiệm của đa thức c. 

Véc tơ hàng e chứa hệ số của một 
đa thức. Nều e có n+l thành phần 
thì đa thức có dạng 


Cục +€¿s” +. +€,s+€, 


mà 





Giải phương trình e= s`~6s”—~72s—27 








clear all nghiem = 

clc 12.1229 

nghiem=roots ([1 -6 ~72 ~27]); ~5.7345 
~0.3884 
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10.1.3. Sử dụng hàm fzero. 








Cú pháp Mô tả 
x = fzero (fun,x0) Tìm giá trị của x gần giá trị x0 để 
hàm fun bằng không. 





Giải phương trình ƒ=xÌ—2s—5, x,=2 








function main Z= 

clear all 2.0946 
cle 

z = fzero(@f,2]; 
3999959999999999999989% 
funetion ÿ = f[x] 

ÿ= x.^3-2*x-5; 











10.2. SỬ DỤNG PHƯƠNG PHÁP SỐ ĐỀ GIẢI PHƯƠNG TRÌN: 
10.2.1. Phương pháp lặp quanh điểm cố định 
Chương trình Matlab giải phương trình phi tuyến ƒ (x) = x—cos(x): 





clear all; clc 

x0=1; tol=le-4; 

error=x0-eps; k=1;x (1) “x0 

while error>tol 
x(k+1) =cos (x(k))z 
error=abs (x(kt1)~x(k)); 
k=k+1; 

end 

Xx=~1:0.1:2; ÿy=xX~CoS (XX) ¿ 

hold on, grid on 

plot (xx, yy, 'Linewidch', 2) 

plt (x (end) „x (end) =cos (x (end) )„..... 
°o*, 'markerEdgeColor *, 'g*,.... 
*MarkerFaceColor °, 'r*,.... 
'"MarkerSize',15) 

text (x (end) „~0.5, "£(x)=x-cos (%) ", 


*Color?,"rtu* 





ntSize",13) 
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-° 
/=x-cos(x) 


-L8— 





05 ø 05 ' 18 2 


Hình 10.1: Nghiệm của phương trình 


10.2.2. Phương pháp chia đôi 
Chương trình Matlab giải phương trình phi tuyến #{x)=x~cos(x) 
trong khoảng chứa nghiệm đề nghị [—I, 2] với sai số cho phép fol =10'* 

clear a11; 
clc 
tol“le-4; a=-l; b*2; 
f=inline ("x~cos () ") z 
fa=feval(f,a); £b=feval (f,b); 
1£ fa*£fb>0 

error('We must have £(a) £(b)<01°); 
end 
x_mid=(a+b)/2; £x mid=feval (f,x_mỉd); 
err ~ (b~a)/2; 
while abs(fx mid)>tol | abs(err)>tol 

x_mid=(a+b)/2; £x mid=feval(f,x mid); 

1£ fa*£x mid<0 

b=x mid; #b=feval (#,b); 
else a=x mỉd; 
fa=feval (f,a) ; 
end 
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err = (b-a)/2; 
end 
% in ket qua 
x mid 


10.2.3. Phương pháp dây cung 
Chương trình Matlab giải phương trình phi tuyến 
#(#)=x—cos(x) với giá trị nghiệm đề nghị ban đầu x,=0.5,x, =0.6 
và sai số cho phép røf =10'°, 
clear all; cle; close all; 
x0=~1; x1=1.5; 
tol=le~4; 
Syms x 
% Ham phi tuyen 
f “ x-cos(x); 
error=x0~eps; 
k=2; 
x(1)=x0; 
x(2)=x1; 
1£ abs (subs (£,x0))<tol 
disp('x0 1a nghiem"*); 
elsei£f abs (subs (£,x1)) <tol 
disp('x1 la nghiem"); 
else £fx=subs (f,x1) 
while (error>tol) |abs (£x) >toi 
x(K£1) =x (k) =subs (#, x(K) ) * (x (K) =x (E~1))... 
/(subs (£,x(K) )~subs (£,x(k~1) ) ) 7 
£x=subs (£,x (t1) ) 7 
error=abs (x(k*1) ~x(K) ); 
k=k+tl; 
end 
x=eval (x); 
Nghiem_phuong_ trinh = x(end) 
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10.2.4. Phương pháp Newton-Raphson 


Chương trình Matlab giải phương trình phi tuyến ƒ(x)=x—cos(x) 


với giá trị nghiệm đề nghị ban đầu x„ =1 và sai số cho phép /ø! =10””. 


clear all; clc 

x0=1; tol=le-4; 

syms x 

% Ham phi tuyen 

f = k-cos(); 

% Dao ham cua Ham phi tuyen 

df=diff (f,x)¿ 

fx=subs (f, x0) ; 

error~=x0-epsz 

K#l; x(1)=x0; 

while (error>tol) |abs (fx) >tol 
x (K+1) =x (k) ~£fx/subs (để, x (k) ) ; 
fx=subs (£,x(k#1)); 


error=abs ( (kt1) ~x (k})z 


k=k*+l; 

if k == 100 
break 

end 


end 


xe= eval(x); % tín 





gia trí x ra so thuc 





Nghiem_phuong_trinh = x(end 


10.3. GIẢI HỆ PHƯƠNG TRÌNH TUYẾN TÍNH 
10.3.1. Phương pháp LU và khử Gauss 
Chương trình giải hệ phương trình: 


-2.1 2 9] -2w+x;+2x = 
A=l 0 3 -2|p=|—l|= 3x,~2xy = 
0 0 4 § 4x = 


bằng phương pháp LU được viết trên Maltab như sau: 
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clear all; 


clc; 
a=[-2 1 2;0 3 -2;0 0 4]; 
b=[8 -1 BỊ"; 


[L,U]~1u_£actor (a)z 
X=LU_solve (L„U,b) ; 
% In ket qua 





funetion [1,U]=lu_faetor (a) 
[n,m]=size (a) z 
1L=eye (n) ¿ 
U=a; 
for j=1:n 
for + 
1£ U(3,3)~=0 
1(1/3)#U0(1,3)/0(4,3)z 


+1:n 





else 
1(1,3)=0¿ 
end 


U(1/;:)=U (1¿‡)~L(1,3) *U (3 








function x=LU_solve (L,U,b) 

(n,m]=size(U); 

2=zeros(n,1)¿ 

x=aeros(n,1)¿ 

z(1)=b(1); 

for i=2:n 
Z(1)=b(1)~L(1,1:1~1)*Z(1:1~1); 

end 

xín)=z (n) /U(nun); 

for i=n~1:~1:1 
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‡£ U(i,i)~=0 
x(1)=(z(1)~U(i„i+1:n)*x(i+1:n))/U(i,1)¿ 
else 


x() 





end 


và bằng phương pháp Gauss như sau: 
clear all 
clc 
format long 
a=[~2 1 2;0 3 -2;0 0 4]; 
b=[9 -1 BỊ"; 
f=[a bị]; 
n=size(£,2); 
m=size(f,1)¿ 
g“[£(1,:);zeros (m~=1,n) ]; 
for i=2:n~1 

for j=1:n 


g(1/3)=£(1,3)~(£(1,1)/£(1,1))*£(1;3); 


end 


end 
for 





break 
elseif h~=r 


=0 





g(h,:)=g(r, 
g(r,:)=p(h„ 





elsei£ g(r,r)~=0 
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w=g (h,r) /g(r,r); 
g(h,:)=w*g(r„:)~g(h,:)¿ 


4 
x=zeros (1,m) z 
for k“m:-1:1 


g(k,k)==0 





disp("pt vo nghiem') 
break 

elsei£ g(k,k)~=0 
1£ k 





m 
xk*“g (k, k+1) /g(k,k)¿ 
x()=xk; 

elseif k~=m 





q=g(k,1)*x(1); 


s=s+q 


end 


sĩ 
xk= (g (k,n)~s) /g (K, K); 
x(k)=xk; 
x; 
end; end 
end 
% In ket qua 


x 


Chú ý rằng ma trận a và véc tơ b trong hai chương trình trên có thẻ 
thay đôi cho từng hệ phương trình tương ứng. 
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10.3.2. Giải hệ phương trình tuyến tính bằng các phương pháp lặp 
Giả sử ta có hệ phương trình sau: 
§x,~2x, +lx, =3 
~2x,+10x, +2x, =14 


xị+2x;, +l12x; =~9 





Chương trình giải hệ này bằng các phương pháp lặp Jocobi, Gauss 
— Seidal, CGM và PCGM như sau: 
+ Phương pháp lacobi: 
clear all;ele; 
A=[8 -2 1; -2 10 2; 1 2 12 ]; 
b=[3 14 -9]!; 


to1=10^ (~10)¿ 

iter=40; 

x0=zeros (siZe(b,1),1)¿ 
Xx=[x0;0]; 


for k=l:iter 





total=zeros (size(b,1),1); 














for i=1:1:size (b,1) 
for j=1:1:size(b,1) 
tại (1)=total (1)+ A(1, 3) *x0 (4); 
end 
total (1) =total (1) ~A (3, 1) *x0 (3); 


end 


for i=1:1:size(b, 





x0(1)=[b(1)~ tị 1)]/A(,i1); 





end 


% norm_ risỉdue (k) =norm (B~A*x0) 
norm_rÝsỉ due1 (k) =norm (b~A*0) / (norm (A) *norm (x0) ) ? 
1£ norm risidue3 (1) <tol 
break 
end 
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X= [X [x0;norm risiduel(k)]] 
end 

% In ket qua va ve toc do hoi tu 
x0 


semi 1ogy (norm_risidue1, "~=**, *LineWidth*, 1) ; 


+ Phương pháp Gauss-Seidel: 
clear all;clc; 
A=[B -2 1; -2 10 2; 1 2 12 ]; 
b=[3 14 -9]1!; 
to1=10^(~10)¿ 
iter=40; 
x0=zeros (size (b,1),1) 
XI=[x0;0]; 
for k=l:iter 
for i“1:1:size(b,1) 
%Jacobi 
totall=0; 


for +1: 





size (b,1) 


totall=totall+t A(i,j) *x0 (4); 








end 
% New 
tota12=0; 
for j=1:1:i-1 

total2“total2+ A(1,3) *x0 (3); 
end 
$tinh 


x0(1)Z[b(1)~ totall - total2]/A(i,i)¿ 
end 
norm_risỉ due2 (k) =norm (b~A*x0) / (norm (A) *norm (x0) ) ¿ 
‡£ norm risidue3(1)<tol 

break; 


end 
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XI = [XI (x0;norm risidue2(k)]]; 
end 
% In ket qua va ve toc do hoi tu 
x0 


semi 1ogy (norm_risidue2, "~~**„ "LineWidth*, 1) ; 


+ Phương pháp Conjugate gradient method (CGM): 
clear all;clc; 
A=[B -2 1; -2 10 2; 1 2 12 ]; 
be[3 14 -9]!z 
to1=10^(~10); 
iter=40; 
x=zeros (size (b,1),1); 
tr=b-A*X¿ 
pPrí 
X3 = [x; 0]; 
for i=l:iter 
alpha=r'*r/(p'*A*p) ; 
x=x+alpha*p; 
ri=r; 
r1=r1~alpha*A*p; 
beta=rl'"*rl/(r"*r)¿ 
p=rl+beta*p; 
rerl¿ 
norm_risidue3 (1) “norm (b~A*x) / (norm (A) *norm (X) ) ; 
1£ norm risidue3(1)<tol 
break; 
end 
X3 = [X3 [xznorm risidue3(1)]]; 
end 
% In ket qua va ve toc do hoi tu 
* 
*+*, "LineWidth", 1); 





semi1ogy (norm risidue3, '~— 
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-t Phương pháp Precondition conjugate gradient method (PCGM): 
clear all;clc; 
A=[B -2 1; -2 10 2; 1 2 12 ];¿ 
b=[3 14 ~9]"; 
to1=10^(~10); 
iter=40z 
x=zeros (size (b,1)„1)¿ 
Y=b-A*x; 
c=0.25; 
h=e*r; 
p=h; 
X4 = [x; 0]; 
for i=l:iter 
alpha=r"*p/ (p"*A*p) ; 
x=x+alpha*p; 
rl=r; 
z1=r1-alpha*A*p; 
h1=c*rL; 
beta=rLl'*h1/ (r"*h); 
p=h1+beta*p; 
r“rl¿ 
h=h1; 
norm_risidue4 (1) =norm (b~A*x) / (norm (A) *norm (X) ) ; 
f norm_risidue4(i) <tol 
break 
end 
X4 = [X4 [x;norm risidue4(1)]]; 
end 
% In ket qua va ve toc do hoi tu 
x 


semi1ogy (norm_risidue4, '~=**„ "LineWidth",1); 


Lưu ý răng, chúng ta thay đổi ma trận A ,và véc tơ b trong các 
phương trình trên đối với các hệ phương trình tuyến tính khác. 
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10.3.3. Phương pháp Newton giải hệ phương trình phi tuyến 
Chương trình Matlab giải hệ phương trình phi tuyến 
xj +4xj =5 
2x)—2x —3x, =2.5 
Với giá trị nghiệm đề nghị ban đầu x„ =[0.8 0.2] và sai số cho phép 
tol=101 
Hệ phương trình trên được biến đồi thành 
f1(Xs3;)= xế +4x) =5 


#(Xux;)=2xỶ —2x, —3x; —2.5 





Chương trình Matlab được viết như sau: 
clear all; clc 
syms xl x2 
x0=[0.8 0.2]; tol=le~4; 
% Nhap he phi tuyen 
f1=x1^2+4*x2^2~5; 
f2=2*x1^2~2*x1~3*x2~2.57 
% Tỉnh Jacobian 
J(1,1)=di££ (£f1,x1)¿7(1,2)=‹ 
J(2,1)=d‡££ (£2,x1) ; J (2,2 


ff(fl,x2); 


1FF(f2,x2); 








xx(1,:)=x0;#x=[subs (f1,([x1 x2],xx) subs (f2, [x1 
x2],xx)]; 


ke; 
while norm(£fx)>tol 


Jacoblan=subs (7, [x1 x2],x (k,:) 





xx (k+1, :) =xx (k, :)~ (Jacobian\£x") 
fx=subs([£f1 £2],[x1 x2]„[xx(k+1,:)]); 
k=k+tl¿ 

end 


nghiem=xx (end, : ) 
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11.1. LUẬT TUYẾN TÍNH 


____ CHƯƠNGII: - 
XỬ LÝ SÓ LIỆU THỰC NGHIỆM BẰNG 
MATLAB 


Ví dụ: Dùng luật tuyến tính, tìm hàm xấp xi cho bộ đữ liệu sau: 



































X¡ 0.1 04 |05 |06 |07 |09 
yi 061 |092 |099 |152 |167 |203 
Chương trình Matlab tìm hệ số ø, b của hàm tuyến tính 
clear all 
clc 


% Bo du lieu 
x=[0.1 0.4 

y=(0.61 0.92 
m=length (x) z 
Sx=sum (x) ; 


Sy=sum (y) ¿ 


0.5 
0.99 1.52 1. 


8xy=sum (X. *ÿ) ¿ 


Sxx=sum (.^2) ; 


d=§x^2-m*Sxxz 


a“ (Sx*Sy~m*Sxy) /đ; 


0.6 


b= (Sx*Sxy~Sxx*Sy) /d; 


func=sprint£ ("y 


disp (£une) 


%10.4f*x + $10.4f',a,b); 


11.2. LUẬT ĐA THỨC BẬC CAO 
Chương trình Matlab xây dựng đa thức bậc hai cho bảng số liệu trên. 
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clear all 
clc 


% Bo du lieu 


0.7 0.9]; 


67 2.03]; 
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x=[0.1 0.4 0.5 0.6 0.7 0.9]; 
y=[0.61 0.92 0.99 1.52 1.67 2.03]; 


m=length (*) ; 


A“[m sum (%) sum (x.^2) ¿ 
sum (X) sum (x.^2) sum (x.^3)¿ 
sum(x.^2) sum(x.^3) sum(x.^4)z] 

B=[sum(y)z 


sum(x.*y)z 
sum (x.^2.*Y) ] 
a=inv (A) *B; 


fune=sprintf('y = %10.8f*x^2 + %10.4f*x + 
%10.4f',a(3),a(2),a(1))z 


disp (fune) 


1143. LUẬT PHI TUYẾN 
Chương trình Matlab tìm hệ số của hàm phi tuyến y=q@jx” cho 
bảng số liệu bên trên: 
clear all 
clc 
% Bo du lieu 
x=[0.1 0.4 0.5 0.6 0.7 0.9]; 
y=[0.61 0,92 0.99 1.52 1.67 2.03]; 
% Ham phi tuyen: y=clx^c2 
x= log(X); 
y=log(Y); 


m=length () ; 


Sx=sum (x) 
Sy=sum (y) 


Sxy=sum (x. *y) 





Sxx=sum (x.^2) 


d=5x^2~m*5xxz 
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a= (Sx*Sy-m*Sxy) /dz 
be (Sx*Sxy~Sxx*Sy) /d 


c1=exp (b) 
c2-a 
fune~sprint£("y — 510.4£*x^%5.4£",c1,c2); 


disp (£une) 


11.4. LUẬT TỎ HỢP CÁC HÀM 
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Chương trình Matlab tìm hệ số của hàm tổ hợp ƒ (x 





clear all; clc 

% Bo du lieu 

x=(0.1 0.4 0.5 0.6 0.7 0.9]; 
y=[0.61 0.92 0.99 1.52 1.67 2.03]; 


% Luat to họp f(x)=cl/x + c2*x 
for i=1:size(x,2) 
A(1,:)“(1/x() xŒ)]z 
end 
€ = (A'*AJ\(A'r*y*); 
xx=0.1:0.01:0.9; 
Vy=€ (1) ./ (xx) +€ (2) *xx; 
hold on, grid on 
ploE (X„y, tor") 
plot (xx„ yy, 'Linewidth ",2, "color", *b*) 


$ 
-*+rdx: 
x 


Với các bộ dữ liệu khác, chúng ta chỉ cần thay đổi giá trị của hai 
véc tơ x và y trên các chương trình trên. 
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- CHƯƠNG 12: 
TÍCH PHÂN SÓ BẰNG MATLAB 


12.1. SỬ DỤNG HÀM TRONG THƯ VIỆN MATLAB 
12.1.1. Tính tích phân với hàm: int 











Cú pháp. Chú thích 
Trả về tích phân bất định của § đối 
R=int(S) với biên Symbolic được định nghĩa 
bởi hàm findsym 
: : Tưng an ra 
R=int(S,v) Trả ích phân bât định của § đôi 





với biên Symbolic vô hướng v 





R =int(S,a,b) 


Trả về tích phân xác định của S đối 
với biến symbolic trong miền [a_ b], 
ở đây a,b có thể là biến symbolic hoặc 
đại lượng vô hướng 





R=int(S,v,a,b) 


Trả vẻ tích phân xác định của S đối 
với biển v trong miền [a_ b] 

















Ví dụ Kết quả trả về 
lnt (~2*x/(1+x^2)^2) 1/(1+x^2) 
Ảnt (x/ (1+Z^2),Z) atan (Z) *x 
int (x*log (1+x),0,1) 1/4 

int(2*x, sin(t), 1) 1~sin (t)^2 





nt ([exp (+) „exp (alpha*t) ]) 





[exp(t), 1/alpha*exp(alpha*t) } 





Để tính tích phân ba lớp 7 = il<s« 


000 











clear all; cìc; 
syms x y Z 


T=in (int (nt (4*x*z*exp (~x^2*y~z^2) „..... 


x,0,1),y,0,p{),Z,0,p{)¿ 
% Dua ve so thap phan 
vpa (1,6) 
ang = 


1.73276 
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12.1.2. Tính tích phân với luật hình thang: trapz 





Cú pháp Chú thích 





Tính xấp xỉ tích phân của hàm Y theo luật hình 
thang với khoảng chia là đơn vị. Nếu Y là véc tơ 
trapz(Y) là tích phân của Y, nếu Y là ma trận 
trapz(Y) là véc tơ hàng với tích phân trên mỗi cột. 





Z= trapz(Y) 





Tính tích phân của Y đối với X dùng tích phân 


Z=tưưapz(X,Y) hình thang. 





Để tính tích phân [sin(x)¿x 
5 





X= 0ipi/100:pi; |X = 0:pi/100:pi; 
Y = sin(X); Y = sin(X); 
3 = trapz(X,Y) 2 = pi/100*trapz (Y) 





12.1.3. Tính tích phân bằng luật Simpson: quad, quad8 





Cũ pháp Chú thích 





Tính xấp xi tích phân của hàm f trong miền 


q= quad(a.b) [a Ð] với sai số 10% 





Tính xấp xi tích phân của hàm f trong miền 


4=quadŒa,bol)  Í [z ] với sai số nhập vào 





Để tính tích phân [sin(+)dv 
L 





£ = 'sin(w) + £ = 'sin(x) + 
1 = quad(f,0,pi) |1 = quad(f,0,pi,1e-4) 





12.1.4. Tính tích phân với luật Labatto: quadl 





Cú pháp Chú thích 





Tính xấp xi tích phân của hàm f trong miễn 


q=nallta,b) [4 b] với sai số 10% 








Tính xấp xỉ tích phân của hàm f trong miền 


q = quadl(fa,b.tol) [&- b] với sai số nhập vào 
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Để tính tích phân Í sin(x)dx 
Ù 





£ = 'sin(x) £ = "sin(x)* 
1= quadl(f,0,pi) | 1= quadl(f,0 





„pi,1e-4) 





12.1.5. Tính tích phân bội: dblquat 





Cú pháp 


Chú thích 





qE dblquad(fun,xmin,.... 
xmax,ymin,ymax) 


Gọi hàm quad để tính tích phân 








q=dblquad(fun,xmin,xmax... 
„ymin,ymax,tol) 


Tính xắp xi tích phân của hàm f 
với sai số nhập vào 





3a 
ĐỂ tính tích phân Í [(ysin(x)+ xeos( 


9)4uy 








clear all; clc 
f=inline("y*sin (x) +x*cos (y) ")¿ 
Q “ dblquad(f, pi, 2*pi, 0, 
pj) 


funetion main 
clear all; clc 

Q ~ dblquad(8integrnd, pi, 
2*pi, 0, pi) 

% %9999%%%% 

function z = integrnd(x, y) 
2z = y*sin (x) +tX*€os (y)¿ 











12.2. SỬ DỤNG PHƯƠNG PHÁP S 
12.2.1. Phương pháp hình thang 


Ó 


Chương trình Matlab tính tích phân: 


§ =ÏZœ=Ìz +(3j ]+ 
Ù ọ 


bằng luật hình thang, với số khoảng chia là 16: 


clear all; 


clc; 








£ = inline('pi*(1+(x/2)^2)^2"); 
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a=0;b=2;N=16; 

h=(b-a) /N; 

S=0; 

for i=0:N 
x=a+i*h¿ 


‡£ i==0| |i==N 
c=0.5; 
else 
cx 
end 
S=8tc*feval (£,x) ; 
end 
% In ket qua 
P=h*§S 


12.2.2. Phương pháp Simpson 
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Chương trình Matlab tính tích phân: 


§ “[zeax= lụ +(§ la 


bằng luật Simpson, với số khoảng chia là 16: 


clear all; 


clc; 

£ = Lnline("p‡*(1+(x/2)^2)^2°); 
a=0;b=2;N=16; 

h=(b-a) /N; 





S=S+c*feval (£,x) ; 
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% In ket qua 
F=hx8/3 


12.2.3. Tích phân Gauss 
Chương trình Matlab tính tích phân: 


‡ ‡ xwÝ 
$=Í[ £()äx= [+ “-(š) đà 
Je>-tinb 
bằng luật Gauss, với 7 điểm Gauss: 


Chúng ta chú ý rằng, công thức tích phân Gauss trong Chương 6 
được thực hiện trong khoảng [-1,1].Để tính tích phân trong khoảng [a, b] 
chúng ta cần chuyên miễn [-I,1] sang miền [a,b]. Chương trình Matlab. 
tính tích phân bằng tích phân Gauss với 7 điểm Gauss như sau: 


clear all; 
clc; 
fst p{* (1+(x/2)^2)^21; 





ar0; b=2; 

% Chuyen chuoi £str thanh ham so 
f=vectorize (†nline (£str,0)); 

% Khai bao 7 diem Gauss 


Zzeta=[~0.9491079123; -0.7415311855; -0.4058451513; 
0.02 


04058451513; 0.7415311855; 0.9491079123]; 
3% Trong so tuong ung 


w=[0.1294849661; 0.2797053914; 0.3818300505; 
0.4179591836; 


0.3818300505; 0.2797053914; 0.1294849661]; 
% So diem tịch phan 
Tndex=1:7¿ 
$% Thuc hien tỉch phan Gauss 


=(b~a) /2*sum (w (Tndex) . *£ ( (b~ 
a) .*(zeta (Index) +1) /2+a))¿z 


% In ket qua 


disp(*" "); disp(strcat('The integral = ', 
num2str (1) )); 
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- CHƯƠNG13: 
GIẢI PHƯƠNG TRÌNH VI PHÀN BẰNG 
MATLAB 


13.1. SỬ DỤNG HÀM THƯ VIỆN MATLAB 
13.1.1. Giải phương trình (hệ phương trình) vi phân thường bằng 


hàm dsolve 





Cú pháp 


dsolve(eql,eq2,..., 
v) 


r = 
"condl,cond2, 








Chú thích 


Giải phương trình (hệ phương 
trình) vi phân thường egl, e 
độc lập v và điều kiện 

kiện đầu condl, 






biên/điều 
cond2,.... 
Biến độc lập mặc định là t 

D kí hiệu cho đạo hàm đối với 
biên độc lập. 

Điều kiện biên/đầu được nhập 
dưới dạng y(a) = b hoặc Dy(a) = 
b với y là biên phụ thuộc, a, b là 
hãng 
Nếu số điều kiện nhỏ hơn số biến 
phụ thuộc thì nghiệm sẽ chứa các 
hằng số C bắt kỳ. 











Ví dụ 13.1: 





dsolve('Dy = a*y!)} 








dsolve("D£ = £ + sin(t)') 


~1/2*cos (t)~ 
1/2*sin (t) +exp (+) *C1 





dsolve (* (Dy)^2 + y^2 = 11,181) 


~sin (~s+C1) 





dsolve('Dy = a*y'°, 'y(0) = b'*) 





dsolve('D2y = -a^2*y",... 
'y(0) = 1°, "Dy(pi/a) = 0*) 











dsolve('Dx = y!„ 'Dy = -x') 





x = cos(E) *C1*+sin (t) *C2 
Y_ = -sin(t)*Cl+cos (t)*C2 
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Ví dụ 13.2: 
Giải phương trình vi phân thường cấp hai ÿ+8ly=16cos(7:) với 
điều kiện đầu y(0)=0. y (0)=0 


elear all; clc 
ÿ = dsolve('D2y + 81*y = 16*coz(7*E]', ... 
"y(0) Z0! , !Dy (B}Z0', 't!); 

pretty(y) 

E= línspace(Ũ, 2*p{, 400); 

y1 = eval(vectortze (y]]z 

y2 = sin(t]; 

plot(E,yl, t,y2,'r——', t,~ÿ2,'r—~'); gr+d on 
echo off; diary off; 








Hình 13.1: Nghiệm PT trong Ví dụ 13.2 


Giải hệ phương trình vi phân thường: 
xí: 2‡(r)=x(r)+2y(f)—e” 
ÿ=4x(f)+3y(0)+4e” 
clear all; clc 


[x y]=dsolve ('D2x+2*Dx=x+2*y~exp (~t] ',.... 
'Dy=4*x+3*y+4*exp (~E) '} 


13.1.2. Giải bài toán giá trị đầu cho hệ phương trình vi phân thường, 
(ODES) bằng hàm solyer 


Từ đây solver tưng ứng với ode45, ode23, odell3, odel5s, 
ode23s, ode23t, ode23tb. 
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Cú pháp [T.Y] = solver(odefun,tspan,y0) 








odefun là hàm bên vế phải của phương trình 
y=ƒ(y) 

Chú thích tspan là khoảng lấy tích phân [t0 tf] để có được nghiệm 
tại những thời điểm xác định. tspan = [t0.tl.....f]. 

y0 là véc tơ điều kiện đầu. 














Giải phương trình vi phân thường y (r)+ y(?)=1 với y(0)=0 


f=inLine (t1¬y '„!p!, ty!) 

[t,y] = ode45(f,[0 2],0) 

hold on 

pIoE [Euy, !. !„ 'MarkerFaceColor '„!b!,... 
'MarkerEdgeColor '„ 'b', 'MarkerSize ' 5) ; 

ploE(E,y, !b!) 

ploE (E„ 1~exp (~E) „ !r!) 


Ví dụ 13.3: 
Giải phương tình vỉ phân thường cấp hai 
3()+Bÿ(t)+@°y(r)= A,sin(ør) 


Đặt z= ÿ đưa phương trình vi phân cấp hai thành hệ hai phương 








Ỳ 


đ Ử  —oz,, đưa về đ 
{‡= Asin(ør)~B:—@°y lưa về dạng véc tơ. 


trình vi phân cấp một 








ị =y 


= Aysin(øx)~By, =°y 











5 
H 
gì 
bộ 














mm 


Hình 13.2: Lời giải của chương trình Maltab của Ví dụ 13.3 
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clear all; clc 

y0 = [1 0]; 

tepan = [0 3.5]; 

B=2.5; OMEGA2=l150; omega=l22; A0=1000; 

[t¿y] =ode45 ( "vtronedo£num'„ tspan, y0, []„.. . 
'B„ OMEGA2, A0, omega) ; 





figure (1) 

subplot (2,1,1); plot(t,y(:,1), 1inewidth ',2) ; 
tỉt1e ("displacement"); grid 

subplot (2,1,2); plot(t,y(:„2)„'r*, *1inewidth ",2) 
tỉtle('velocity"); grid 


1111111111119191111111999999%% 

funetion dy=vtronedofnum (t, y, £lag, B, OMEGA2, A0, omega) 
dy=zeros (2,1); 

dy(1)=y (2); 

dy (2) =~B*y (2) ~OMEGA2*y (1) +A0*sin (omega*t) ; 


13/2. GIẢI PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN THƯỜNG BẢNG 
PHƯƠNG PHÁP SÓ 
13.2.1. Phương pháp Euler 
Chương trình Matlab giải phương trình vi phân y (r)+ y(?)=1 với 
y(0)=0 bằng phương pháp Euler: 
clear all 
clc; 
yex=8 (©) 1~exp ( 
ydt=6 (ty) 1~y 
h=0.1; 
t£=2 
N=round (t£/h) ¿ 
ye(1)=0; 
t1(1)=0; 
for i=1:N 
$--- Phuong phap Euler 
t1 (1+1) =t1 (1) +h¿ 
Ye (1+1) =ye (‡) th*ydt (E1 (1), ye (Ÿ)) 








end 
#-- Xuat ket qua 
:0.01:E£; 
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PHLoE (ty ye (E) „ "k~*, €1, ye, "b:o*, "LineWidCh °„ 1) 

grid on; 

xlabel (*t+*, "FontSize",12, 'FontName', "Times New 
Roman '„ "FontAngle", 'Ttalic'*)¿ 

ylabel (*y", "FontSize",12, 'FontName'", "Times New 
Roman ', "EontAng1e", "Italic") 

1egend ( ( "C.xác", "Euler "}„ "FontSize"„11, "FontName", "TẢ 
mes New Roman","FontAngle','Italic"); 

tỉt1e ("h=0.1', "EontSize",12, 'FontName", "Times New 
Roman ', "EontAngle", 'Italic") 





Kết quả: 





09r T T r 





0.8- ¿~“ 


07- 


06- ~ + 
05- 





04- # 
03- + 
02- n 
"Các 
~Euler 








05 1 18 2 
' 
Hình 13.3: Nghiệm bằng phương pháp Euler 
13.2.2. Phương pháp điểm giữa 
Chương trình Matlab giải phương trình vi phân y (r)+ y(£)=1 với 

y(0)=0 bằng phương pháp điểm giữa: 

clear all 

clc; 





N=round (t£/h) ; 
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Phuong phap diem gi?a 
t1(1#1)=E1 (1)+h; 
kli=ydt (E1 (1),ym(1)); 
Yj2=ym (i)+h/2*k1¿ 
k2=ydt (t1 (1) +h/2, y32) ; 
ym (1+1) =ym (1) th*k2; 
and 
$~- Xuat ket qua 
t=0:0.01:£; 
ploE (t, yex (E) tk" E1, ymy "bi+*, "LineWidth*, 1) 
grid on; 





xlabel ("t", "FontSize",12, "FontName'", "Times New 
Roman", "FontAngle","Ttalic")¿ 
ylabel ("y*, "FontSize",12, "FontName", "Times New 





Roman °, "FontAng1e", "Italic*); 

1egend ( ( "C. xác "„ "Diem 

giua!}, "FontSize",11, "FontName', "Times New 

Roman !, "FontaAngle*, "Ttalic"); 

tỉt1e ("h=0,1°, "EFontSi2e',12, "FontName", "Times New 
Roman !, "FontAngle", 'Ttalic") 





Kết quả: 


h=0.1 
08 


08- 
07- 
06- 


05- 





04~ 


043- 





ˆ———Gsác 
“Đi giug, 





05 1 18 
£ 





k—+—+ 


Hình 13.4: Nghiệm bằng phương pháp điểm giữa 
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13.2.3. Phương pháp Rung-Kutta 
Chương trình Matlab giải phương trình vi phân y ()+y() =l với 
y(0)= 0 bằng phương pháp Range-Kutta: 

clear all 

clc; 

yex=@ (+) 1~exp (~t) z 

ydt=@ (ty) 1~y¿? 

h=0.1; 

tf=2 

N=round (t£/h) ; 

yr(1)=0; 

t1(1)=0; 

for i=1:N 
%Phuong phap Runge - Kutta 
t1(1+1)=t1(1)+h¿ 
kl=ydt (t1(1),yr(1))7 
k2=ydt (t1 (1)+h/2,yr (1)+h/2*k1)¿ 
k3=ydt (t1 (1)+h/2,yr (1)+h/2*k2); 
k4=ydt (t1 (1)+h„ yr (1) +h*k3) ¿ 
yr (1+1) =yr (1) th* (k1/6+k2/3+k3/3+k4/6) ; 

end 


%Xuat ket qua 





:0.01:t£¿ 





plot (t, yex (t)¿ "k~*, E1, yr, "br^*, "LineWidth°",1 
grid on; 


x1abel (*"t',"FontSize",12, "FontName", "Times New 
Roman ', "FontAngle",„ "Ttalic"); 
ylabel (*y", "FontSize',12, 'FontName', "Times New 
Roman ', "EontAngle", "Italic"); 





1egend ({"C.xác", 'Runge — 
Kutta'},"FontSize",11, 'FontName", "Times New 
Roman '„ "FontAngle'","Italie*)¿ 


tỉt1e ("h=0.1*, *EontSize",12, "EontName ', "Times New 
Roman "„ 'FontAngle", "Ttalic*) 
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Kết quả: 


09 r 





08- 


07- 


06- 





05= 
04- + 


08- 


"xác 
"Runge - Kuta. 





% 


05 ' +5 ồ 
' 
Hình 13.5: Nghiệm bằng phương pháp Rung-Kutta 
Chương trình so sánh các phương pháp số giải phương trình vi 
phân y(?)+y(r)=1 với y(0)=0: 
elear all 
cle; 


% yex=@ (t) exp (~ 





% ydt=8(t,y)-y¿ 
yex=8 (t) 1~exp (~t) z 
(t,y)1~y? 

.1¿ 





N=round (t£/h) ; 

ye(1)=0; 

ym(1)=0; 

yr~ym; 

t1(1)=0; 

for i=1:N 
$Phuong phap Euler 
t1(111)=t1(1)+h¿ 
ye (1+1) =ye (4) +h*ydt (E1 (1), ye (1))z 
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#Phuong phap diem giua 
ki=ydt (E1 (1) „ym(1)) ¿ 
V32=vym (1) +h/2*k1; 
k2=ydt (t1 (1)+h/2, V32) ; 
ym(1+1) =ym (1) th*k2z 





%Phuong phap Runge - Kutta 
kl=ydt (t1 (1)„yr(1)); 
k2=ydt (t1 (1) *h/2, yr (1) +h/2*k1) ; 
k3=ydt (t1 (1) +h/2, yr (1) +h/2*k2) ; 
kâ=ydt (t1 (1) thụ yr (1) +h*k3) ; 
yr (1+1) =yr (1) +h* (k1/6+k2/3+k3/3+k4/6) ; 
end 
#In ket qua 
t=0:0.01:t£; 





plot (t,yex (t)„ "k—",t1,ye, 'b:o*",t1,ym, 
.+!","LineWidth'",1) 
grid on; 


x1abel ("t", "FontSize",12, "FontNane ', "Times New 
Roman ', "FontAngle', 'Ttalic*); 

y1label ("y*,"FontSize",12, 'FontName", "Times New 
Roman ', "FontAng1le", "ItaLic")¿ 

l1egend (("C. xác", "Euler', 'Diem giua*, 'Runge~ 
Kutta'},"FontSize",11, 'FontName", "Times New 

Roman ', "EontAng1le*, "Icalic*) ; 

tỉt1e ("h=0.1°, "FontS1ze',12, 'FontName', "Times New 
Roman', "FontAngle",'Ttalic") 

%Tinh sai so 





max (abs (ye=yex ((0:h:t£])) 
max (abs (ym-yex ([0:h:t£]))) 


max (abs (yr-yex((0:h:t£f]))) 





Sai số so với lời giải chính xác: 


Tên phương pháp Sai số 
Euler 0.0192 
Điểm giữa 6.6154e-004 
Runge - Kutta 3.3324e-007 


'hlps:/ieulun heploerg 
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Chương trình giải bài toán truyền nhiệt Ví dụ 7.6 như sau: 


clear all; 
clc; 

$ Giai phuong trình vi phan truyen nhiet 
k=50 

delta=10e~3z 

he=100; 

% So phan tu 





‹05z 

h=L/N¿ 

a=l;b=0; 

Tb=500; 

Ta=300; 

c=-2*hc/ (k*delta) ; 
fT=-2*hc/ (k*delta) *Ta; 
đdTL=-0; 

A=zeros(N,N); 
f=zeros(N,1)¿ 

for i=2:N-1L 
A(1,i~1)=2*a-b*h¿ 
A(1,1)=2*c*h^2~4*az 
A(1,1+1)=2*a+b*h¿ 





end 

A(1,1)=2*c*h^2-4*a;A (1,1+1)=2*atb*h; 

A (N,N) =2*c*h^2~4*a;A (N, N~1) =2*a~b*h+2*a+b*h; 
A 

f=f+2*h^2*£fT¿ 

£(1)=£ (1)~ (2*a-b*h) *Tb¿ 

£(N) =£ (N) -2*h* (2*a+b*h) *dTL; 





T=inv (A)*£¿ 
T=[Tb(1);¿ T] 
h1 tHỊ 





#Xuat ket qua 
PloE (h1, T, "k=~*", "LineWidth*,1) 
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grid on; 

x1abel ("x", "FontSize",12, 'FontName", "Times New 
Roman', "EontAngle",„ "ItaLlic") ; 

ylabel (*T', "FontSize",12, 'FontName", "Times New 
Roman ', "FontAngle", "Italic") ; 

1egend ( ( "N=9'}„ "FontS1ze"„11, 'FontName', "Times New 
Roman '„ "EontaAngle", "Italie") ; 

tỉt1e (*!, "EontSize", 12, "FontName', "Times New 

Roman , "EontAngle", "Italic'" 





Kết quả với N = 9 được trình bày ở Hình 13.7. 


b) Phương trình vi phân bậc bốn 
Chương trình giải phương trình vi phân bậc. bốn bằng Maltab cho 
'Ví dụ 7.7: 
clear all; 
clc; 
qx = 5000; $%Luc phan bo 5kN/m 
EI=210e9*2e-4;  $ Module Dan hoi E=2106Pa I=2E-4m4 
1=2; % Chieu dai dam 
% PhUOng trinh dam: EId4y/dx3-g(x) 
% He so phuong trin bác 4: abc de 
a=El¿ 
b0; c=0; d=0;e=0; 





N=10; % So phan tu 

h=L/N; 

A=a/h^4+b/ (2*h^3) ; 
B=~4*a/h^4~b/h^3+c/h^2+d/ (2*h) ; 
C=6*a/h^4~2*c/h^2+e; 
D=~4*a/h^4+b/h^3+c/h^2~d/ (2*h) ; 
E=a/h^4-b/ (2*h^3) ; 

K=zeros (N-1,N~1)¿ 

K(1,1)=C-E; K(1,2)=B;K(1,3)=A; 
K(2,1)=D; K(2, 2) =C; K(2, 3) =B; K (2, 4) =A; 
for i=3:N-3; 





K(1,1~2)=EzK(1„Í~1) =D¿ 
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K,1)~C; 
K(d,1*1)=B;K (1, 1+2) =A¿ 

end 

K(N-2,N-4) =E¿K (N-2,N-3)=D; 

K(N~2,N~2) =C; K (N~2,N~1) =B; 

K(N~1,N~3) =E; K(N~1,N~2) =D; 

KÍN=1,N-1) =C~A¿ 

K 

% Thiep lap ma tran tai va ap dieu kien bien 





F=zeros (N~1,1); 
y0=0; yL=0; 

M0=0;MLE0; 

F=F~-qx; 

F (1) =E (1)-~ (Dt2*E) *y0+2*h^2*E*M0; 
E(2)=E(2)-E*y0; 

F (Ñ~2) =F (N~2) ~A*yL¿ 

F(N-1) =F (N~1) ~ (B+2*A) *yL~2*h^2*A*ML; 
y=inv (K) *Ez 

% Do vong cua dam 

y=[y02Yy?yL]; 

% Loi giai chỉnh xac; 

xe=[0:0.02:1]; 

ye=qx/ (24*E1) * (xe. ^4+2*L.*xe.^3~L.^3. *xe) ¿ 


% Ve do vong 

x=[0:1/N:1]z 

plOE (X„ Vy "rao", xe, ye, "b*, "LineWidth °„ 1) 

grid on; 

x1abel (*", "EontSize",12, "FontName, "Times New 
Roman', "Fontangle", "Ttalie")¿ 

yl1abel (°y (x) ", *FontSize",12, 'FontName"', "Times New 
Roman', 'FontAangle","Italie"); 

legend(("PP so", !C, 

Xac*}„"FontSize",11, '"FontName'", "Times New 
Roman', "FontAngle","Italic*); 


tỉtle("N=10 phan tu", "EontSize"„12, "FontName", "Times 
New Roman","FontAngle','Italic") 


'hlps/fielunhoploerg 
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